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Cet ouvrage est la reproduction assez fidèle de 
mon cours d 'Analyse de l’École Polytechnique, et 
non un traité complet de Calcul différentiel et inté- 
gral. 11 a été composé et publié pour faciliter le 
travail des élèves; mais l’impression n’ayant pu 
commencer qu’au milieu du cours, on a étéobligé de 
faire paraître le second volume avant le premier, et 
même de le distribuer par fragments de manière qu’il 
se trouvât toujours au niveau des leçons. C’est à 
cette précipitation qu’il faut attribuer quelques fautes 
échappées soit à la rédaction, soit à la correction 
des épreuves. Plusieurs d’entre elles sont indiquées 
dans les errata; et s’il en reste quelques autres en- 
core, comme cela est vraisemblable, elles ne pour- 
ront arrêter le lecteur, qui les apercevra sans doute 
de lui-même. Quant à l’esprit dans lequel j’ai pré- 
senté le Calcul infinitésimal , les premiers cha- 
pitres suffiront pour le mettre en évidence, et je me 
dispenserai d’entrer ici dans aucune discussion à 
cet égard. 
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i . La uotion des limites , qui est la base du calcul infini- 
tésimal, n’était point étrangère aux anciens géomètres. Us 
y furent conduits , comme nous allons l’indiquer en peu de 
mots , lorsque , dans la mesure des quantités géométriques , 
ils cherchèrent à aller au-delà des figures terminées par des 
lignes droites , et des corps terminés par des plans. 

Lorsque l’on veut comparer des grandeurs de même 
espèce , on commence par se faire une idée nette et précise 
'de l’égalité. On passe de là à la compâraison des grandeurs 
inégales, en les décomposant, quand cela se peut, en 
parties égales -, et le rapport des nombres de ces parties est 
le rapport même des grandeurs. Mais il arrive souvent que 
cette décomposition est impossible , ou qu’elle serait aussi 
difficile à obtenir que la solution de la question même que 
l’on a en vue. 

Ainsi , dans la géométrie , la décomposition en parties 
égales conduit à la comparaison des rectangles -, celle-ci 
conduit facilement à celle des parallélogrammes , puis des 
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triangles , et enfin de tous les polygones rectilignes , qui 
peuvent toujours être considères comme composés d’un 
nomhre déterminé de triangles. 

Mais si quelques-uns des côtés du polygone étaient 
courbes , on ne pourrait plus le décomposer en triangles , 
et ramener de proche en proche sa mesure à la simple 
considération de l’égalité. La même difficulté se présente 
dans la comparaison des surfaces et des volumes des corps 
qui ne sont pas terminés de tous côtés par des plans. 
Leur mesure exige de nouvelles méthodes d’investigation -, 
et cette découverte, qui est due aux géomètres de l’anti- 
quité , est un des plus grands pas qui aient été faits dans la 
science. 

L’idée qui s’est présentée d’abord à eux a été de substi- 
tuer à ces quantités d’autres quantités qui en différassent 
très peu, et de l’espèce de celles qu’ils savaient comparer. 
Le rapport de ces dernières devait d’autant moins différer 
de celui des premières , que les quantités substituées diffé- 
raient moins des proposées -, et si cette différence tendait 
indéfiniment vers aéro , le rapport des quantités auxiliaires 
devait tendre vers celui des quantités proposées , et finir 
par en différer d’une quantité moindre que toute grandeur 
donnée. Il ne s’agissait donc plus que de reconnaître cette 
limite d’une manière rigoureuse. 

Ainsi, par exemple , pour trouver le rapport des surfaces 
de deux cercles , ils substituaient à ces figures curvilignes 
des polygones inscrits ou circonscrits -, et pour que la com- 
paraison fût plus facile , ils les prenaient régulière et sem- 
blables. Ils démontraient qu’en augmentant indéfiniment 
le nombre des côtés de ces polygones , leurs surfaces pou- 
vaient, différer de quantités moindres que toute grandeur 
donnée quelque petite quelle fût. Or, comme le rapport 
des polygones était toujours le même que celui des carrés 
des rayons des cercles, et que d’une autre part il devait 
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avoir pour limite celui des cercles eux-mêmes , ils aperce- 
vaient, comme conséquence ne'cessaire, que le rapport des 
cercles était le même que le rapport des carrés de leurs 
rayons, ftlais une pareille conclusion ne leur aurait pas paru 
suffisamment justifiée, surtout en présence de sophistes 
subtils qui trouvaient des arguments pour nier les choses 
les plus évidentes. Ils prenaient alors une sorte de détour 
pour prouver, sans réplique, la vérité qu’ils avaient ainsi 
découverte ; et ils montraient que si le rapport des cercles 
était plus petit ou plus grand que celui des carrés de leurs 
rayons , on serait conduit par des raisonnements incontes- 
tables à une absurdité manifeste. L’inégalité de ces rapports 
étant ainsi démontrée impossible , on ne pouvait se refuser 
à en admettre l’égalité. 

Le procédé qui consiste à démontrer la vérité d’une pro- 
position par l’absurdité qui résulterait de la supposition 
qu’elle serait fausse , est connu sous le nom de réduction 
à /'absurde. 

Les modernes , sans rien changer au principe de cette 
méthode , ont présenté les démonstrations d’une manière 
plus naturelle et plus analytique; mais surtout ils en ont 
poussé les applications beaucoup plus loin , avec le secours 
du calcul algébrique, dont les anciens n’avaient que des 
notions très élémentaires. 

La méthode des limites servant de base à presque tout 
ce qui fait l’objet de ce Cours, nous allons l’établir dans 
toute sa généralité. Mais nous commencerons par présenter 
quelques notions préliminaires indispensables. 

Des fonctions en général, et de la continuité. 

2. On désigne sous le nom de variable toute quantité 
qui, dans la question où on la considère, est susceptiblede 
recevoir successivement différentes valeurs. Elle est coati- ' 
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nue lorsqu’elle ne peut passer d’une valeur quelconque à 
une autre sans passer par toutes les valeurs intermédiaires ; 
elle est discontinue dans le cas contraire. Onnomme^an'a- 
bles indépendantes celles dont les valeurs sont entièrement 
arbitraires; et variables dépendantes ou fonctions, celles 
dont les valeurs sont déterminées par celles de certaines 
autres quantités, quelle que soit la nature de cette dépen- 
dance, et soit qu’il s’agisse de quantités concrètes on de 
quantités évaluées en nombres. Dans le premier cas on a 
des fonctions concrètes , et dans le second des fonctions 
analytiques. 

Les fonctions analytiques se distinguent en fonctions 
explicites et fonctions implicites. Les premières sont celles 
dont les valeurs peuvent s’obtenir au moyen d’opérations 
indiquées et que l’on sait effectuer -, les autres sont celles 
qui sont liées aux variables indépendantes par des équations 
non résolues : dans ce cas les opérations à effectuer pour 
former les valeurs des fonctions ne sont pas indiquées. On 
les connaîtrait par la résolution des équations données, et 
les fonctions deviendraient alors explicites. 

Les fonctions explicites se subdivisent en algébriques et 
transcendantes. Les premières sont celles où les seules 
opérations indiquées sont des additions, soustractions, 
multiplications, divisions, élévations à des puissances et 
extractions de racines de degrés connus; les autres sont 
celles qui renferment d’autres opérations indiquées sur les 
variables, comme, par exemple, les quantités exponen- 
tielles, les logarithmes , les lignes trigouométriques, etc. 

Lorsqu'une seule de ces diverses opérations est indiquée 
sur une variable , on a une fonction simple de celte varia- 
ble. Lorsque plusieurs d’entre elles sont accumulées les 
unes sur les autres , on a ce que l’on appelle une fonction 
de fonctions. Toutes les fonctions qui ne rentrent pas dans 
• ces deux cas se nomment fonctions composées. 
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Lorsque deux variables sont liées par une équation quel- 
conque, elles sont fonctions l’une de l’autre. La forme de 
ces deux fonctions est différente si les deux variables n’en- 
trent pas dans l’équation d’une manière symétrique. On 
leur donne, l’une par rapporta l’autre, le nom de fonctions 
inverses. Si, par exemple, on résout par rapport à x les 
équations suivantes , qui sont résolues par rapport à y, 

J = x", y — a 1 , j- = sin;r, 

on obtient 

m 

x = Vy, x = log y, x ~ arc sin y. 

Ainsi, d’après notre définition, la racine ni ime est la fonc- 
tion inverse de la puissance ni -, le logarithme est la fonc- 
tion inverse de l’exponentielle, etc. 

3. Continuité. Une variable est continue lorsqu’elle ne 
peut passer d’une valeur quelconque à une autre sans passer 
par toutes les valeurs intermédiaires. Une fonction est dite 
continue lorsqu’en faisant varier d’une manière continue 
les quantités dont elle dépend , elle est constamment réelle 
et varie elle-même d’une manière continue, c’est-à-dire 
qu’elle ne peut passer d’une valeur à une autre sans passer 
par toutes les intermédiaires. Une fonction peut être con- 
tinue tant que les variables dont elle dépend restent ren- 
fermées entre certaines limites , et cesser de l’être , ou deve- 
nir discontinue, en dehors de ces limites. 

Pour démontrer qu’une fonction qui est réelle entre 
certaines limites de la variable est continue , il suffit de faire 
voir que l’on peut faire croître la variable par degrés assez 
petits pour que les accroissements correspondants de la 
fonction soient moindres qu’une grandeur quelconque. Car 
si cette fonction n’était pas continue, il faudrait qu’elle 
passât brusquement d’une certaine Valeur à une autre qui 
en différerait d’une quantité finie , ce qui est absurde , puis- 
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que l’accroissement de la fonction peut être rendu moindre 
que toute grandeur donnée. C’est ainsi que dans les élé- 
ments on a'déinontré que toutes les fonctions simples sont 
continues , et que par conséquent il en est de même des 
fonctions composées. Réciproquement, toute fonction con- 
tinue d’une variable jouit de la propriété que ses accroisse- 
ments peuvent devenir moindres que toute quantité donnée, 
pourvu que l’on donne des valeurs suffisamment petites aux 
accroissements de la variable. Car si l’accroissement donné 
à la variable, à partir d'une de ses valeurs, tendait vers 
zéro , sans qu’il en fût ainsi de l’accroissement de la fonc- 
tion , il en résulterait que la fonction passerait brusquement 
d’une valeur à une autre qui en différerait d’une quantité 
finie, et que par conséquent elle ne serait pas continue. 

Si l’on considère les valeurs d’une fonction continue 
comme tes ordonnées, et les valeurs correspondantes delà 
variable indépendante comme les abscisses, les points ainsi 
obtenus se suivront sans interruption et formeront une ligne 
continue qui sera la représentation géométrique de la fonc- 
tion analytique. 

Méthode des limites. 

4- On appelle limite d'une quantité variable une quantité 
fixe dont elle approche indéfiniment , c’est-à-dire de telle 
sorte que leur différence puisse devenir moindre que toute 
grandeur assignée , sans cependant se réduire jamais rigou- 
reusement à zéro. 

Une même quantité ne peut évidemment tendre en 
même temps vers deux limites inégales. 

Si deux quantités variables dépendent de certaines autres, 
de telle sorte qu’elles restent constamment égales entre elles 
dans tous les états par lesquels elles passent , et que l’on 
sache que l’une d’elles tend vers une limite, on peut affirmer 
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que l’autre a la même limite. Car puisqu’elle est toujours 
égale à la première , elle s’approchera indéfiniment de la 
quantité fixe dont celle-ci est supposée s’approcher indéfi- 
niment. 

Cela posé , considérons une équation dont les deux mem- 
bres soient des fonctions continues de variables quelcon- 
ques x, y, z . . . dépendantes ou indépendantes les unes des 
autres -, et représentons-la par 

F (■*•, y, *,.••) =/(*, y, z,...). 

Supposons que les variables x ,y, z , . . . tendent simulta- 
nément , d’une manière continue ou discontinue , vers los 
limites respectives a , b , c , . . . et proposons-nous de décou- 
vrir la relation qui lie entre elles ces limites, en admettant 
que les fonctions restent continues dans le voisinage de ces 
valeurs des variables. Pour cela, observons que F et f 
désignant des fonctions continues de x , y, z . elles 
subissent des accroissements très petits lorsque ces varia- 
bles changent elles-mêmes de quantités très petites , et que 
ces accroissements correspondants tendraient en- même 
temps vers la limite zéro. Donc si l’on conçoit que x,y,z,... 
tendent simultanément, et suivant des lois quelconques, 
versleslimitesa, b,c, lesfonctionsF(x,y, z,..'),f(x,y,z,,.) 
tendront indéfiniment vers F (a , b , c f (a, b, c,..); 
et comme les limites de quantités égales sont égales, on aura 
nécessairement 

F (a, b, c,...) — f (a, b,c,...), 

c’est-à-dire que la relation entre les limites sera identique- 
ment la même que celle qui avait lieu constamment entre 
les variables; et qu’il suffit de changer dans celle-ci les 
Variables dans leurs limites pour avoir la relation qui existe 
entre ces dernières. 

Telle est la proposition qui sert de base à la méthode des 
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limites \ et la méthode elle-même consiste à considérer 
lés quantités dont on veut découvrir la relation comme 
limites de quantités plus simples , et à chercher la relation 
de ces dernières. Lorsqu’elle est établie, il ne reste plus, 
d’après le théorème précédent , qu’à substituer à toutes les 
variables leurs limites respectives. 

Les quantités variables qui ont pour limites les quantités 
proposées, peuvent être choisies de bien des manières 
différentes , et ce choix est très important. Les calculs peu- 
vent être très simples ou très compliqués suivant la nature 
île ces variables -, et dans chaque cas particulier il faudra 
s’attacher d’abord à reconnaître quelles sont celles qui 
donneront le plus de facilité au calcul. Ainsi, par exemple, 
quand on cherche la relation entre les surfaces de deux 
cercles et leurs rayons, on considère ces cercles comme 
limites de polygones réguliers semblables, parce que la 
relation entre ces polygones et les rayons des cercles est très 
facile à obtenir, tandis qu’elle aurait été très difficile à décou- 
vrir si l’on avait supposé différents les nombres des côtés des 
deux polygones, et que de plus on ne les eût pas sup- 
posés réguliers. Au reste , si cette relation était découverte , 
elle conduirait nécessairement à la même relation entre les 
cercles et leurs rayons , et le choix des variables n’a d’autre 
effet que de conduire plus ou moins simplement au résultat. 
Mais il n’y a aucune règle précise à donner à ce sujet. 

De l’infini. 

5 . Le mot infini est employé pour exprimer l’absence . 
de limite, de borne quelconque : c’est ainsi que l’espace et 
le tempssontdits infinis. Cette idée exclut évidemment celle 
de toute comparaison sous le rapport de la grandeur. Néan- 
moins, pour abréger le discours , on parle souvent de quan- 
tités infinies, on les soumet aux mêmes opérations que les 
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quantités finies , et il est très important de ne pas se mé- 
prendre sur la manière dont ce langage doit être entendu. 

Lorsque l’on fait croître indéfiniment une certaine quan- 
tité, de manière qu’elle puisse dépasser toute gran- 
deur donnée, il peut se 'faire que d’autres quantités 
qui en dépendent restent finies et tendent vers des limites 
déterminées. Dans ce cas , on est convenu de dire que ces 
dernières quantités ont pour valeurs leurs limites, lorsque 
la première quantité devient infinie. 

L’infini peut se présenter comme solution lorsque , pour 
déterminer certaines quantités , on les regarde comme dé- 
pendantes d’une autre , et que dans le cas particulier que 
l’on a en vue, cette dernière n’existe plus, tandis que 
pour des cas très voisins elle aurait des valeurs qui pour- 
raient dépasser toute grandeur assignée. Ainsi, par exem- 
ple , pour déterminer un angle , on peut en général prendre 
pour inconnue sa tangente trigonométrique -, mais il faut 
excepter le cas particulier de l’angle droit. Les équations 
qui donneront la valeur de cette tangente devront con- 
duire à une expression qui croîtra indéfiniment à me- 
sure que les données se rapprocheront de celles qui con- 
duiraient pour solution à l’angle droit. Dans ce dernier cas, 
l’expression ne doit plfts rien représenter, et apprendra par 
cela même que la question se rapporte à ce cas particulier. 
La forme qu’elle prendra alors est celle d’un nombre fini 
divisé par zéro. On dit alors que la valeur de l’inconnue est 
infinie , et que l’angle correspondant est droit -, de sorte que 
la question proposée est possible et sa solution est déter- 
minée. Mais si la quantité dont la valeur générale se pré- 
sente dans un cas particulier sous la forme illusoire d’un 
nombre divisé par zéro , n’est pas une inconnue auxiliaire, 
mais bien celle que l’on voulait déterminer, il est clair que 
la question proposée était absurde. 

L'infini peut encore se présenter autrement que comme 
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solution d’équations dans des cas particuliers , il peut se 
trouver dans les données mêmes de la question. On peut se 
proposer de trouver la limite du rapport de la différence , 
ou de toute autre fonction de quantités dépendantes les 
unes des autres et croissant sans limites. Dans tous les cas 
de ce genre, on dit quelquefois que cette limite est le 
rapport, ou la différence , ou la fonction quelconque de ces 
quantités infinies. 

Mais il n’y aurait aucun sens à attribuer à la comparaison 
des deux infinis, puisque, comme je l’ai déjà dit, l'infini 
ne signifie pas une grandeur, mais l’absence de limites. Ainsi 
si l’on mène dans un plan des parallèles équidistantes , ii est 
absurde de dire que les espaces infinis renfermés entre les 
parallèles consécutives sont égaux. Mais si l’on cherche les 
rapports de ces espaces croissant indéfiniment, on peut bien 
se demander quelles sont leurs limites, et l’on trouve alors 
un résultat complètement indéterminé ; car on peut faire 
croître indéfiniment les longueurs de deux de ces bandes 
en établissant entre elles un rapport constant arbitraire > et 
l’on ne trouverait le rapport de ces bandes infinies égal à 
l’unité que dans un cas très particulier. 

bien ne serait plus facile, sans doute, que d’employer un 
langage entièrement exact pour exprimer ces idées, qui 
n’ont rien que de très simple -, et l’on éviterait ainsi l’incon- 
vénient de laisser prendre souvent des idées fausses , qu’il 
est ensuite bien difficile de détruire. Ce langage n’est pas 
d’ailleurs beaucoup simplifié , comme on le voit, par cette 
manière inexacte de rendre des idées très claires par elles- 
mêmes -, mais comme il est souvent employé , je n’ai pu me 
dispenser de préciser la manière dont il doit être entendu. 
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Des quantités infiniment petites. Comment elles 
s’introduisent ddns le calcul . 

6. Les quantités que l’on a pour objet de déterminer 
peuvent être considérées de diverses manières comme limites 
de quantités variables d’une espèce plus simple. Toutes ces 
manières se réduisent presque exclusivement aux trois 
suivantes : 

i". La quantité proposée peut être considérée comme 
limite d’une somme de quantités qui tendent indéfiniment 
vers zéro , et dont le nombre augmente indéfiniment ; ou , 
encore, comme fonction de pareilles limites; 

2 °. On peut la considérer comme limite du rapport de 
deux quantités qui tendent simultanément vers zéro , ou 
comme fonction quelconque de limites de cette espèce et 
de la précédente ; 

3°. Enfin, on peut la considérer comme limite d’une 
somme de quantités invariables , dont le nombre augmente 
indéfiniment, et qui décroissent successivement en tendant 
vers la limite zéro. 

Ce dernier point de vue se rapporte au développement 
en séries. Les deux autres constituent ce que l’on appelle le 
calcul infinitésimal , qui est l’objet principal que nous 
avons en vue. 

Toute quantité variable qui a pour limite zéro, se 
nomme une quantité infiniment petite, ou simplement un 
infiniment petit. 

Les calculs relatifs à ces quantités peuvent être beaucoup 
simplifiés à l'aide des théorèmes suivants. 

i" Théorème. La limite du rapport de deux quantités 
infiniment petites n'est pas changée quand on remplace 
ces quantités par d’autres qui ne leur sont pas égales. 
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mais dont les rapports avec elles ont respectivement 
pour limites l'unité. 

Soient eu effet a et 6 deux quantités infiniment petites -, 
a! et 6' d’autres quantités, telles que les limites de ~ et de 

~7 soient égales à l’unité , et que par suite les limites des 

et fi' . 

rapports inverses —, j- soient aussi égales à l’unité. 

. i * a! fi O. 

Un aura identiquement = - . - , — . 

Les limites de quantités égales étant égales , et la limite 
d’un produit étant le produit des limites , on tirera de cette 
identité 


lim. - = lim. , 
fi P’ 


ce qu’il fallait démontrer. 

On peut énoncer le même théorème d’une autre ma- 
nière , au moyen de la proposition suivante : 

Lorsque la limite du rapport de deux quantités est 
l’unité , leur différence est infiniment petite par rapport 
à V une quelconque des deux ; c’est-à-dire que le rapport 
de cette différence à l’une quelconque de ces quantités 
a pour limite zéro. 

Et réciproquement : si la différence de deux quantités 
est infiniment petite par rapport à l’une d’elles, la limite 
de leur rapport est l’unité. 

Soient en effet a. et a' deux quantités quelconques et â 
leur différence, on aura 


d’où 
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cC (T 

Donc si la limite de — est l’unité , celle de - est zéro , 

<* u 

et réciproquement. 

Si l’on avait divisé par a au lieu de a.' , on aurait prouvé 

que - a pour limite zéro -, et d’ailleurs il est évident que à 

étant la différence de a. et a', est contenue dans le plus grand 
une fois de plus que dans l’autre , et que par conséquent 

les rapports -, -, sont en même temps infiniment petits. 

On pourra donc énoncer le premier théorème de cette 
autre manière : 

La limite du rapport de deux infiniment petits n'est 
pas changée quand on les remplace respectivement, par 
d'autres qui en dijfèrent de quantités infiniment petites 
par rapport à eux. 

Il est essentiel d’observer que pour que le rapport de deux 
infiniment petits ait une limite, il est nécessaire qu’ils 
dépendant l’un de l’autre , sans quoi le rapport serait indé- 
terminé, et par conséquent ne saurait avoir de limite dé- 
terminée. 

Quoique nous ayons principalement .en vue d’appliquer 
lespropositionsprécédentes aux quantités infiniment petites, 
il n’est pas inutile d’observer qn’ elles ont également lieu 
pour des quantités finies, et même pour des quantités 
indéfiniment croissantes. Les démonstrations que nous 
avons données sont indépendantes de l’ordre des grandeurs. 

2'. Théorème. La limite de la somme de quantités 
positives infiniment petites , dont le nombre augmente 
indéfiniment , n'est pas changée quand on remplace ces 
quantités par d'autres dont les rapports avec elles ont 
respectivement pour limites T unité. 

Soient en effet les infiniment petits 

, «i , «3 "m • 
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dont le nombre augmente indéfiniment, et 
A » fis > An , 

d'autres infiniment petits, tels que les rapports 

«, «a «3 *m 

A’ A’ A 

aient tous pour limite l’unité. 

La fraction 

a i 4~ *« 4~ «3 4- 4- a m 

A ■+• A + £3 ~b + @m 

sera intermédiaire entre la plus petite et la plus grande des 
précédentes; elle aura donc, comme elles, l’unité pour 

limite. Donc les limites des sommes a . + a a + ~h a m 

et j3, +(3, /3 m sont égales. Ce qu’il fallait démontrer. 

Si l’une des deux sommes était constante, la limite de 
l’autre serait égale à cette constante , puisque la limite de 
leur rapport est l’unité. 

Il est inutile de dire que ce théorème , de même que le 
premier, peut être énoncé d’une seconde manière. 

Le grand avantage que l’on retire de ces théorèmes, 
consiste en ce qu’ils permettent de négliger, dans les quan- 
tités infiniment petites , la partie qui en rend la comparaison 
et le calcul difficiles. Il suffit toujours que cette partie soit 
infiniment petite relativement à la quantité elle-même , et 
il n’en résulte aucune erreur dans les résultats où l’on n’a 
en vue que les limites des rapports ou des sommes de ces 
quantités infiniment petites. 

Les infiniment petits que l’on considère presque unique- 
ment sont les accroissements de quantités variables indé- 
pendantes, et des fonctions de ces variables. Onleurdonne 
alors le nom de différentielles des quantités respectives 
dont elles expriment les accroissements. 
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Quoique les quantités que l’on a en vue de calculer au 
moyen des infiniment petits soient ordinairement des limites 
de sommes ou de rapports, néanmoins il arrive quelquefois 
que ce soit un infiniment petit même que la question exige 
que l’on détermine , non en grandeur puisqu'il est variable , 
mais en signe : cette question se ramène, au reste , immé- 
diatement à une limite de rapport. 

Ordres et classes d’infiniment petits. 

y . Si l’on considère plusieurs infiniment petits, dépendants 
les uns des autres , de telle sorte que l’un étant déterminé , 
tous les autres le soient, et que l’on en prenne un en parti- 
culier pour y rapporter tous les autres, on appellera infini- 
ment petits du premier ordre ceux dont les rapports avec 
celui-là auront des limites finies; infiniment petits du 
second ordre ceux dont les rapports avec le même infini- 
ment petit principal seront des infiniment petits du premier 
ordre; et en général infiniment petit de l’ordre n celui 
dont le rapport avec l’infiniment. petit principal sera un 
infiniment petit de l’ordre n — i . 

Lorsque l’on veut exprimer seulement que le rapport 
d’un infiniment petit à un autre a pour limite zéro, on 
dit que le premier est infiniment petit par rapport au 
second. 

Cela posé, il est très facile d’exprimer, au moyen de 
l’infiniment petit principal , ceux de tous les ordres diffé- 
rents. En effet, désignons le premier par a, et pr fi un 
infiniment petit du premier ordre dont la limite du rapport 
avec « soit K , on aura 



« tendant vers zéro en même temps que u. 
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L’expression de tout infiniment petit du premier ordre 
sera donc de la forme 

a (K -h «), 

O) étant infiniment petit , et K. Gni. 

Soit maintenant y un inGniment petit du second ordre , 

le rapport - devant être du premier ordre , on aura 
- = « (K + 

Ot 

et par conséquent la forme de tout inGniment petit du 
second ordre sera 

«‘(K. + *). 

En continuant ainsi, il est facile de voir que la forme 
générale des inGniment petits de l’ordre n est 

«" (K - 4 - *), 

K étant Gni, et w inGniment petit. 

Mais ces différents ordres ne renferment pas tous les 

. P 

inGniment petits ; par exemple, a’ ne sera d’aucun ordre 

si ^ n’est pas entier-, et il est bon d’établir des classes dans 

lesquelles ils soient tous compris. Pour cela on est convenu 
en général de renfermer dans la ri lm ‘ classe toutes les quan- 
tités inGniment petites par rapport à celles de l’ordre n — i, 
et telles que celles de l’ordre n soient inGniment petites par 

rapport à elles. Ainsi, par exemple, oiï sera de la première 
I P 

1 + 7 n — i + - . jj 

classe, ot 4 de la seconde, et ot 1 de la n i/mt si^- 

? 

est plus petit que l'unité. 

Ces différentes classes, indiquées par M. Cauchy dans son 
Cours d Analyse algébrique , renferment nécessairement 
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tous les infiniment petits possibles; et quels que soient 
deux infiniment petits par rapport au principal , on dira tou- 
jours qu’ils sont du même ordre lorsque leur rapport aura 

une limite finie. 

C’est aussi dans le même sens qu’il faut entendre les 
ordres d’infiniment grands. Deux quantités de ce genre, 
c’est-à-dire croissant indéfiniment, sont dites du même 
ordre quand la limite de leur rapport est finie ; et l'une est 
infiniment petite par rapport à l’autre quand la limite de 
son rapport à cette autre est zéro. 

Rapports différentiels. Dérivées. 

8. Les fonctions continues d’une seule variable jouissent 
de la propriété importante que leurs accroissements infini- 
ment petits sont en général du même ordre que les accrois- 
sements correspondants de la variable dont elles dépendent. 

Pour s’en assurer, on observera d’abord que si le rapport 
de l’accroissement unique et déterminé de la fonction à 
l’accroissement correspondant de la variable ne tend pas 
vers une limite finie , il tendra vers zéro , ou croîtra sans 
limite; que si l’un ou l’autre de ces deux derniers cas n’a 
lieu que pour certaines valeurs particulières delà variable, 
le rapport a en général une limite finie, comme on voulait 
le démontrer : et que s’il en est autrement, il faudra que , 
dans une certaine étendue de la variable, le rapport tende 
vers zéro pour toute valeur de cette variable, ou croisse 
sans limite pour toutes ces mêmes valeurs; car on ne peut 
admettre que ces deux casse succèdent sans intervalle, cela 
n’aurait aucun sens. Il reste donc à démontrer qu’il n’est 
pas possible que le rapport tende constamment vers zéro, 
ou croisse constamment sans limite entre deux valeurs déter- 
minées de la variable. Et même on voit qu’il suffit d’exa- 
miner le premier cas, et que le second y est renfermé; car 

•x 
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si le rapport de deux quantités prises dans un certain ordre 
croit indéfiniment, le rapport des mêmes quantités, prises 
en ordre inverse, tendra vers zéro. 

Il suffit donc de démontrer que lorsque deux variables 
x, y dépendent l’une de l’autre, le rapport de l’accroisse- 
ment infinimeut petit de y à celui de x ne peut avoir pour 
limite zéro, pour toutes les valeurs de x comprises entre 
deux valeurs déterminées a et b. 

Supposons, en effet, qu’il en soit ainsi, et partageons 
une portion quelconque d de l’intervalle b — a en parties 
égales , dont nous désignerons la valeur par a , et que nous 
pourrons supposer aussi petites que nous le voudrons. Les 
rapports entre les différences de deux valeurs de y corres- 
pondantes à deux valeurs de x qui diffèrent de oc , et « , 
seront aussi près de zéro que L’on voudra, d’après l’hypo- 
thèse. Si maintenant on ajoute les premiers termes de ces 
rapports , ainsi que les seconds , le rapport de ces deux 
sommes sera compris entre le plus petit et le plus grand des 
premiers , et par conséquent peut être démontré moindre 
que toute grandeur donnée. 

Ainsi , la différence des deux valeurs de y correspon- 
dantes aux deux valeurs déterminées de x , dont la différence 
, est d , est telle que son rapport à d peut être démontré plus 

petit que toute quantité donnée : il est donc nul , et par 
conséquent y serait constant pour toutes les valeurs de x 
comprises entre a et b, et, par suite, ne serait pas fonc- 
tion dè x. 

Donc , enfin , si y est fonction de x , la limite du rapport 
de l’accroissement de y à celui de x ne peut être constam- 
ment nulle entre deux valeurs déterminées de x. Il ne peut 
donc non plus être constamment infini, et par conséquent 
l’un ou l’autre de ces cas ne pourra arriver que pour des va- 
leurs particulières de x. 

Celte limite déterminée, dont la valeur change en général 
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aVec x pour la même fonction , est elle-même une fonction 
de x que l’on appelle la fonction dérivée , ou simplement 
la dérivée de la première par rapport à x-, ou , encore , 
son coefficient différentiel par rapport à x. Nous lui 
donnerons de préférence le nom de rapport différentiel 
dej - à x. 

La détermination des différentielles et des dérivées de 
toutes les fonctions, est l’objet de ce que l’on a nommé le 
calcul différentiel. 

Notation des différentielles et des déiive'es. 


g. La différentielle d’une variable s’exprime au moyen 
de la caractéristique d, que l’on place devant cette variable : 
ainsi dx, dy, y/z... désignent les différentielles des variables 
x,y , -z — 

La dérivée, par rapport à x, d’une fonction désignée 
par F(x), se représente par F' (x) ; et si la fonction est dési- 
gnée pary, sa dérivée se représente pary'. Ainsi, F' (x)ou y' 

sera la limite de ~ m j x > ou de ce que l’on écrit comme 

il suit : 

Hm . (*), !"»• T x =y = r (*)• 

Si maintenant on désigne par a une quantité infiniment 
petite , on pourra écrire 


£ 

dx 


= F '(*) + «, 


ou 


djr = [ F' (x) -f «] dx, 

expression qui montre que le signe de dy est le même que 
celui de F(x), dx étant supposé positif. Mais, soit que dy 
doive être considéré comme l’un des termes d’un rapport , 
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soit qu’il doive l’être comme l’un des éléments d’une somme 
d’infiniment petits , nous avons démontré que les limites ne 
seraientnullementaltérées sil’onen retranchait une quantité 
infiniment petite par rapport à dy ; on peut donc négliger 
le terme a.dx qui est infiniment petit par rapport à l’autre 
partie F' ( x ) dx , et substituer F' (x) dx à dy, ou écrire 

dy = F' ( x ) dx. 

. ‘ « ■/ 

Cette égalité n’est pas exacte sans doute , mais nous sa- 
vons qu’il n’en peut résulter aucune erreur dans les quantités 
que l’on a en vue de connaître , qui sont des limites de 
rapports ou de sommes d’infiniment petits. 

dy 

Il n’est pas exact non plus de prendre pour F' (or): 
néanmoins, dans toutes les questions oùl’on n’a en vue quela 
limite de^ , il n’y a aucun inconvénient à écrire j^=sF'(x), 

et c’est ce que l’on fait ordinairement. 

Mais si dy doit être employé autrement que comme 
ternie d’un rapport ou élément d’une somme dont on cher- 
che la limite, on n’a plus le droit de rien négliger sans un 
examen préalable , et 1 on doit poser 

dy == [F' (.r) + *]dx, ou ^ = F' (x) -f « , 

a. étant une fonction de x et de dx qui tend vers zéro en 
même temps que dx. 

io. La dérivée d’une fonction de yc étant elle-même, en 
général, une fonction, on peut prendre sa dérivée, quel’on 
appelle la seconde dérivée de la première , et que l’on re- 
présente par F"(x). La dérivée de cette nouvelle fonction 
est appelée la troisième dérivée de F (x) et se représente 
par F w (x) -, et généralement la n Umt dérivée sera désignée 
par F n (x). Nous verrons plus tard comment ces dérivées 
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successives peuvent être exprimées au moyen des différen- 
tielles successives de la fonction. 

1 1 . On nomme différentiation l’opération qui a pour objet 
de trouver la différentielle d’une fonction, et dérivation 
celle qui a pour objet d’en trouver la dérivée : néanmoins 
la première expression s’emploie souvent pour désigner la 
seconde opération. Ces deux questions se ramènent immé- 
diatement l’une à l’autre, car si l’on connaît y' ou F'(*), 
on aurarfp=F'(x)rfx, en négligeant une quantité infiniment 
petite par rapport à dy. Si l’on connaît la différentielle 
F '{x)dx, on aura la dérivée en divisant par dx -, et si la dif- 
férentielle n’avait pas été simplifiée, et se trouvait sous la 
forme [F'(x)-f-a] dx , on aurait la dérivée en divisant 
par dx et supprimant les termes dont la limite est zéro. 

On présente cette question tantôt sous l’une des formes, 
tantôt sous l’autre. Mais il est peut-être plus convenable 
de chercher l’expression des différentielles des fonctions; 
d’abord parce que les différentielles peuvent être consi- 
dérées autrement que dans les limites de leurs rapports, 
et ensuite parce que cela comprend le cas où il y a un 
nombre quelconque de variables indépendantes. La consi- 
dération des dérivées ne peut alors s’appliquer qu’en faisant 
la supposition purement fictive que ces variables dépen- 
dent d’une seule d’entre elles, et ajoutant, pour corriger 
cette supposition, que cette dépendance estarbitraire ; ce qui 
est peut-être peu naturel. Il n’est nécessaire de faire aucune 
fiction de ce genre quand ou cherche l’accroissement infi- 
niment petit que prend une fonction de plusieurs variables 
indépendantes , lorsque chacune d’elles prend un accrois- 
sement infiniment petit arbitraire. 
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Des Jonctions simples, des Jonctions de fonctions x 
et des Jonctions composées. 

i2. La manière dont une quantité peut dépendre d’une 
autre est susceptible d’une variété indéfinie. Parmi toutes 
les formes possibles de fonctions , on en a choisi un certain 
nombre très limité auxquelles on est convenu de chercher 
à ramener toutes les autres, et on leur a donné le nom de 
fonctions simples. Elles sont telles que , soit par les pre- 
mières opérations de l’arithmétique, soit au moyen de 
tables construites d’avance, on puisse, avec un degré suffi- 
sant d'approximation, obtenir leurs valeurs correspon- 
dantes à des valeurs numériques quelconques de la variable 
dont elles dépendent. 

Ces fonctions sont les suivantes, dans lesquelles a désigne 
une quantité indépendante de la variable x: 

a-j-x , a — x, ax , ~ , x" (m étant un nombre réel quel- 
conque), a x , sinx, cosx, tangx, cotx, sécx, cosécx, 
et les fonctions inverses logx, arcsinx, arc cos x , 
arctangx, arccotx, arcsécx, arccosécx. 

Une fonction quelconque de x peut être soumise aux 
opérations qui constituent une nouvelle fonction -, on a 
alors une fonction d’une fonction de x. En la considérant 
elle- même comme une variable, on peut encore la sou- 
mettre aux opérations qui constituent une nouvelle fonc- 
tion , et ainsi de suite. Les fonctions obtenues de cette 
manière se nomment en général des fonctions de fonctions. 

Lorsqu’une fonction dépend de plusieurs fonctions de x, 
on la nomme une fonction composée de x , et c’est le cas 
le plus général des fonctions explicites. 

Dans tous les cas , lorsque deux fonctions , renfermant 
un nombre quelconque de variables dépendantes ou indé- 
pendantes, sont toujours égales, quelque valeur qu’on 


Digitized by Google 



PREMIÈRE ANNÉE. 


‘A 3 

donne à ces variables , il est clair que leurs accroissements 
correspondants sont toujours égaux , et que par conséquent 

leurs différentielles le sont aussi , ainsi que leurs dérivées. 

D où il résulte que quand une équation a lieu pour toute 
valeur des variables, les dérivées ou les différentielles 
de ses deux membres sont égales, quelque valeur que 
l'on donne à ces variables. 

Nous allons faire connaître les principes au moyen des- 
quels la détermination des différentielles ou des dérivées de 
toutes ces fonctions se ramène à celle des différentielles ou 
des dérivées des fonctions simples. 

Différentiation des Jonctions de fonctions. 

i3. Soit y une certaine fonction de x , F (x) -, et z une 
autre fonction deys /X/)> on aura 

Z =/W. r = F ( x ) et par suite z =/[ F (x)]; 

z sera une fonction de fonction par rapport à x, et nous 
nous proposons de trouver la différentielle dz corres- 
pondante à la différentielle dx de la variable indépen- 
dante x. Soit dy la différentielle dey' correspondante à dx. 
Lorsque y' prendra cet accroissement infiniment petit, z 
prendra un accroissement dont l’expression sera , comme 
nous l’avons vu , f (y) dy, en négligeant une quantité 
infiniment petite par rapport à cet accroissement. On aura 
de même dy— F 1 (x) dx, et en substituant cette valeur 

dz—fly) F '(x)dx, 

ce qui est l’expression de la différentielle cherchée, à un 
infiniment petit près , par rapport à elle-même. 

Si l’on veut la dérivée de z par rapport à x , on divisera , 
d’après ce qui a déjà été dit , cette différentielle par dx, et 
l’on aura 

J" (.J) ?'(*)• 
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Ainsi la dérivée d'une fonction de fonction est le pro- 
duit des dérivées de chacune de ces fonctions par rapport 
à la variable qui lui est immédiatement soumise. 

La différentielle s’obtient en multipliant ce produit par 
la différentielle de la variable indépendante -, et il est facile 
de voir que ce théorème a lieu quel que soit le nombre des 
fonctions accumulées. 

La différentiation des fonctions de fonctions est ainsi 
ramenée à celle de chacune des fonctions qui concourent 
à la former. 

Si, au lieu de considérer les différentielles, on avait 
voulu considérer de suite les dérivées, on aurait toujours 
désigné par dx , dy, dz les accroissements infiniment petits 
correspondants de x , y, z , et la question aurait été de. 

déterminer la limite du rapport 
Or on a identiquement 

dz dz dy 

dx — dy ' dx' 

et passant aux limites, 

lim. ÿ =lim. ^ . lin». ^ =/' (y) F' (.r). 
dx dy dx 

On se borne ordinairement à écrire 

F», 

parce que l’on entend toujours qu’il ne s’agit que des li- 
mites des rapports. La même équation s’écrit aussi comme 
il suit : 

dz dz dy 
dx ~ dy ‘ dx ’ 

eu entendant toujours que les rapports sont tous pris à la 
limite. 
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Différentiation des fonctions inverses. 


1 4 • Quand on sait différentier une certaine fonction , il 
est facile de différentier la fonction inverse. 

En effet, soit proposé de différentier la fonction F(x), 
en admettant qu’on sache différentier la fonction inverse 

? (*)■ 

si r on désigne par y la fonction F (x), on aura 
j- = F(x), 

et en la résolvant par rapport à x , 


Or, en représentant par cix et dy les accroissements corres- 
pondants de x et y qui se rapportent indifféremment à ces 
deux équations dont la forme seule est différente , on a 
identiquement 

dy_ M t 

dx /<£c\ ’ 

\dj) 

et passant aux limites , 


D ou 1 on conclut que pour avoir la dérivée d’une fonction 
F(x) inverse d’une autre fonction tf (x ) , il faut diviser 
1 unité par la dérivée de cette dernière, et remplacer cette 
variable par la fonction proposée y, ou F (x'). 

Cette remarque dispensera de faire les calculs directs qui 
conduiraient à la différentiation des fonctions dont on saura 
différentier les inverses. 




Différentiation des jonctions de plusieurs variables 
dépendantes ou indépendantes. 

i5. Considérons une fonction^ qui dépende de deux 
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variables u, v , et soit 


y = F(u, v). 

Si l’on donne à u et v des accroissements infiniment 
petits du , dv dépendants ou indépendants l’un de l'autre , 
suivant que u et v le seront eux-mêmes, on peut toujours 
se proposer de calculer l’accroissement correspondant dey, 
en y négligeant toute partie infiniment petite par rapport à 
l’accroissement total dy : il représentera la différentielle de 
la fonction F (i< , v). 

Or cet accroissement 

F (u -f- du , v -{- dv) — F (« , v) 

peut se mettre sous la forme 

F (u + du, v) — F (h, v) — F {u-\-du, v -f -du ) — F {u-ydit, e). 

Les deux premiers termes peuvent s’écrire ainsi : 

F (u -f du , v) — F (u , v) 
du 

Le coefficient de du ne diffère que d’une quantité infini- 
ment petite , de la dérivée de F(n , v~) par rapport à u, v 
étant considéré comme constant. Soit F,(«, v) cette dé- 
rivée, que l’on appelle dérivée partielle de F(u, v) ouj- 
par rapport à u\ l'expression précédente pourra se mettre 
sous la forme 

[F, (u, v)-f «] du, 

a désignant une quantité infiniment petite. 

La seconde partie peut se mettre sous la forme 

F {u -f- du , v -f- dv) — F (u -+- du , v) dv , 
Tv 

et le coefficient de dv ne différera que d’une quantité infini- 
ment petite |3 de la dérivée de F(u-f-</« , v) par rapport 
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à v considéré comme seule variable. Soit F, (a, v) la dé- 
rivée partielle de F(u , v) par rapport à v ; on pourra donc 
mettre la seconde partie de dy sous la forme 
[Y,(u+du,v) + /S] dv. 

Mais F»(u-f-<fu, v) ne diffère de F, (m, v) que d’un infini- 
ment petit, qui s'ajoutera avec (S ; et si l’on désigne leur 
somme par a', la seconde partie de dy aura pour valeur 

[F. (“, v) + *']dv; 

et par conséquent, en réunissant les deux parties de dy, 

dy= [F t (u,v)-f-«]rfa4-[F.(«,v)-f « ] </v. 

Or « du étant infiniment petit par rapport à la première 
partie, l’est par rapport à dy lui-méme j et il en est de même 
de a! du, soit que du et dv soient dépendants ou indépen- 
dants l'un de l’autre. Donc, en négligeant une quantité 
infiniment petite par rapport à dy, on a 

dy — F, (u, v) du -f- F, ( u , v) du ; 


ce qui montre que la différentielle d'une fonction de deux 
variables quelconques est la somme de ses différentielles 
partielles par rapport à chacune d’elles séparément. 

On entend par différentielle partielle d’une fonction par 
rapport à une des variables qui y ^ntrent , celle que l’on 
obtient en supposant que toutes les variables, excepté 
celle-là, ne subissent aucun changement-, et, par opposi- 
tion , on appelle différentielle totale de la fonction celle 
qui correspond à la variation de toutes les variables dont 
elle dépend. 

■vr 17- dF(u,v) dF(u,v) . , 

JNous désignerons par — -, , — , ou simple- 


<fF <fF dy dy , ... 

nient ^ , — , ou encore ~ , les dérivées partielles 

de F(u , (') ou y par rapport à u et v respectivement. Ces 
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rapports sont considérés à la limite , et dy ne désigne pas 
la même chose dans l’un et dans l'autre; il désigne la diffé- 
rentielle partielle de y tantôt par rapport à u , tantôt par 
rapport à v : mais dans le premier membre dy désigne la 
différentielle totale de y, et l’équation 


dy^du + fdv 

J du dv 


ne peut donner lieu à aucune fausse interprétation , parce 
que le dénominateur qui est sous les différentielles partielles 
rappelle toujours par rapport à quelle variable elles sont 
prises, et la différentielle totale est la seule qui n’ait pas de 
dénominateur. 

Cette équation pourrait donner lieu à des erreurs si on 
la divisait par du ; elle deviendrait 

dy __ dy + dy 
du du dv du’ 


et il faudrait se rappeler que le n’est pas le même 

dans le premier et le second membre. 

dy" 

De même aussi, en remplaçant -j- du par dy, il fau- 
drait se rappeler que ce dy n’est que partiel , tandisque I e 
dy du premier membre est total. Pour éviter ces causes 
d’inadvertance , on n’écrit jamais cette équation que sous 
la forme 

&* + *:*, 

J du dv ’ 

OU 

d F d F 

dy — - -f du 4- -r-dv. 

J du 1 dv 

Si la fonction y dépendait d’un nombre quelconque de 
variables u , v , \v, etc. , on trouverait de même 

dy — du dv dw -{- etc. , . . . 

du dv dw 
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tous les rapports différentiels etc., étant consi- 

dères à leurs limites-, et le second membre ne diffère du 
premier que d’une quantité infiniment petite par rapport 

à dy. 

Différentiation des Jonctions composées. 


16. Soit y = F(u, v, w , . . . .) 
et u=ç>(x), v= x (x), w=f(x), etc 


y sera alors une fonction composée de x. Mais comme 
l’expression que nous venons de trouver pour dy est indé- 
pendante de toute hypothèse sur du, dv, dw,... on aura 
toujours 

dy = du -f- dv + -y- dw -(- etc.,.. 

J du dv dw ’ 


dy, du , dv, dw,... désignant les accroissements dey, u, v, 
w... qui correspondent à l’accroissement dx delà variable 
indépendante x. 

Or les équations précédentes donnent 


du = <p' ( x ) dx, dv — x {x) dx , dw — f ( x ) dx , etc. ; 
d’où , en substituant , 

djr = ¥ (x) + % * {x) (x) + etc G dx> 


ou 


, _ ( <fydj^ tych dydw 

^ \ du dx dv dx dw dx 


etc 



et le second membre n’est en erreur, comme nous l’avons 
démontré , que d’une quantité infiniment petite par rapport 
à dy., 

Nous aurons la dérivée de dy par rapport à a: en divi- 
sant cette expression parr/x-, nousla représenterons, comme 
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\ 


à l’ordinaire, par et les dérivées partielles seront tou- 


jours relatives aux variables qui entrent explicitement dans 
la fonction F ; il vient ainsi 


dydu dw 

dx du dx dv dx dw dx i etc 


Ainsi, pour différentier une fonction composée, il faut 
considérer successivement chacune des variables dont elle 
dépend, comme la seule qui varie avec x, et prendre, soit 
la dérivée, soit la différentielle de la fonction, dans cha- 
cune de ces hypothèses , puis faire la somme des résultats 
ainsi obtenus. On aura de cette manière la dérivée ou la 
différentielle de la fonction proposée. 

Il est bon d’observer que la formule générale 

djr = Tu du + T v dv + etc * •• 


ayant lieu, quelles que soient les variables u, s’applique 
au cas où elles seraient fonctions de plusieurs variables 
indépendantes. 

Sijy ne dépend immédiatement que delà seule variable «, 
et que celle-ci soit fonction de plusieurs variables indépen- 
dantes , on a 




ce qui est le cas des fonctions de fonctions de plusieurs 
variables indépendantes. 


Différentielle d’une somme dun produit ou dun 
quotient. 


17. La règle précédente appliquée à une somme de 
termes , montre que la différentielle d’une pareille fonction 
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est la somme des différentielles de chacun de ses termes , ce 
qui était d’ailleurs évident de soi-même. 

Si l’on suppose maintenant la même règle 
donnera, en observant qu’en général </.F(x)=Ai^F(x), 
si A est un coefficient constant, 

dy-=-vw.. . . du *4“ ttw . . . .du-\-u.v . . .</rv-(-etc.. . ., 


ou dj 


uvw. 



du dv 




Soit encore = - , d’où vy — u. En prenant les différen- 
tielles des deux membres , on aura 


ydv + vdjr = du , d’où dy= — 'CfL 


ce que l’on peut écrire ainsi : 


vdu — udv 



Comment la différentiation de. toute fonction expli- 
cite se ramène à celle des fonctions simples. 

18. Considérons maintenant une fonction explicite quel- 
conque de x : elle indique une suite d’opérations à effectuer, 
dès qne l’on aura choisi arbitrairement une valeur numé- 
rique pour x. Celle de ces opérations qui doit se faire la 
dernière et dont le résultat est la valeur de la fonction, 
porte , soit sur une seule , soit sur deux quantités variables 
avec x -, et dans ce dernier cas sa différentielle se ramène, 
par le théorème des fonctions composées, au cas où une 
seule des deux quantités serait variable. Si donc on savait 
trouver la différentielle de toutes les fonctions simples , ce 
qui renferme toutes les opérations arithmétiques , on saurait 
trouver celle de la fonction proposée , au moyen des diffé- 
rentielles des quantités sur lesquelles doit s’exécuter la 
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dernière opération. La question est donc ramenée à déter- 
miner ces différentielles, qui sont celles de fonctions moins 
compliquées que la proposée , et qui se ramèneront sem- 
blablement à d’autres moins compliquées, jusqu'à ce que 
l’on parvienne à des fonctions simples. 

Tout se réduit donc à la différentiation de ces dernières, 
et c’est de quoi nous allons nous occuper présentement. 


Différentiation des fonctions simples. 


j 9. Différentielle de log x. Soit jy=log x\ ce loga- 
rithme étant pris dans une base quelconque a , on aura 


djr =. log (x ■+• dx) — log x = log ^1 + — 
et par suite , 


dx' 


) 


dx 


dx 


Posons — = a, et substituons dans le second membre, il 
x 

vient 


Or on sait que (1 -j- a)* tend vers la base e du système de 

Neper, lorsque a tend vers zéro (voir la note I à la fin). 

„ , dr log e 

Donc la limite de est — — — 

On peut donc écrire 


dj- = 



en négligeant toujours les quantités infiniment petites par 
rapport à dy. 
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On peut écrire encore 

dy log e 

dx x ’ 

en entendant que le rapport différentiel est pris à sa limite. 

Si l’on observe que log e = , 1 désignant les loga- 

rithmes népériens, on pourra écrire 

dx dy t 

^ x\a' dx .r 1 a 

si a=ze t y=]x, et l’on aura 


d J 


dx djr i 


dx 


Dans le cas où a=io, le module log e a pour valeur 
log e=o, 434294s* 

20. Différentielle de a 1 . Soit maintenant la fonction 
inverse y =a x . D’après la règle donnée en général pour 
les fonctions inverses , et dont on pourrait refaire la dé- 
monstration sur chaque cas particulier, on aura 


et par suite 


dy y a 1 
dx toge loge 


dy == a*\adx. 


On pourrait aussi trouver directement la différentielle de 
a z , et en déduire celle de la fonction inverse log x. En 
effet, si l’on a y=a x , on aura 


x + i!x ilx , 

dy = a ■ — a x —a z (a — 1 ) ; 


d’où 


dy 

dx 


dx 


dx 
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^dx ^ ^ 

Tout se réduit dune à trouver la limite de — -j - — , ou, pour 
« ^ 

plus de commodité , de , a tendant vêts zéro. 

Posons 

a — i —b, d’où 0" = 1 + 4 , 

et par suite , 

« l« = l(i + l>); 

d’où il résulte 

lim SLlT-L — \a, 

a 

et par conséquent 

et dy — a x la dx. 


21. Différentielle de x m . Soit y — x m , on aura, en 
prenant les logarithmes des deux membres dans la base e , 

\j — mlx; 


prenant maintenant les différentielles des deux membres , 
il vient 


dr dx , . my . 

J * * * 

Remplaçant y par x m , on aura , quel que soit m , 

dy' 

dy = mx m ~ 1 dx , ~ = mi* “ 1 • 


Si y et x n’étaient pas positifs , les logarithmes seraient 
imaginaires; ou évitera cette difficulté en élevant au 
carré les deux membres de l’équation y=x m , ce qui 
donne 

y = yr, 
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et, prenant les logarilhmes, 

Ijr* — m lx*. 

Différçntiant les deux membres , il vient 
d-(j') ==m d.(x') 

r ** ; 

et comme on a évidemment 

d. (y*) = yrdj, d.(x‘) = ixdx, 
cette équation deviendra 

dj mdx 

y ~ * ’ 

et par suite , 

dy 

dy — mx a - ~ ' dx, et j- = mx m ~ ', 

comme dans le premier cas. 

Dans le cas particulier de m = — i, on trouve 

d i dx 

' x x‘‘ 


Si m = -, on a 
2 


d. y x — 


dx 

2 y x' 


22. On peut parvenir directement à la différentielle de 
xi*. Si l’on suppose d’abord m entier et positif, on aura, 
en désignant x m par j'-, 

, , m(m — il _ . ... 

dj — nu " ~ ' dx -j : x m * dx*- f-..., 

I . 2 

et en négligeant dans le second membre tous les termes qui 
suivent le premier, et dont la somme est infiniment petite 
par rapport à lui , 

, dy — mx" ~ 1 dx. 

Soit maintenant m = p et q étant entiers et po- 

3 .. 
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P 

y — x'< , d’ou y* = xf. 

Différentiant les deux membres , et se bornant aux infini- 
ment petits du premier ordre, il vient 

qyi~' dy = pxr~ ' dx ; 

d’où 

. P xP ~ . P ‘I 

, dy — - — — dx — f- x dx = mx m ~'dx, 
q y ' q ’ 

en négligeant toujours les quantités infiniment petites par 
rapport à dy. Cette formule étant vraie , quelque valeur 
commensurable qu’ait m, est encore vraie lorsqu'il est 
incommensurabl e . 

Soit enfin ra= — n , n étant un nombre quelconque po- 
sitif-, on aura 

y — x~ n = ; d'où yx " = i . 

Différenciant les deux membres , et négligeant toujours les 
quantités infiniment petites par rapport à dy, ou dx, il 
vient , en appliquant au premier membre la règle des fonc- 
tions composées , 

x’dy <+• n x n ~ ' ydx — o ; 

d’où 

dy— — nx~"~ l = mx m ~ 1 dx. 

Ainsi , quelque valeur qu’ait m , la différentielle de x m 
est, comme nous l’avions déjà trouvée, mx m ~' dx. 

23. Différentielles de sin x, tangx, séc x. Les lignes 
trigonométriques étant des fonctions de l’arc correspondant 
(voir, dans les applicationsgéométriques, l’articlesur la lon- 
gueur des lignes courbes), nous pouvons chercher l’expres- 
sion de leurs différentielles correspondantes à celle de l’arc . 
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' Dans tous ces calculs nous supposerons que le rayon soit 
pris pour unité. 

Soit d’abord 


J= sm x, 


il en résultera 


ilx 


dy = sin ( x -f- dx) — sin x = 2 sin — cos 

2 


(* + T> 


d’où 


. dx 

àj__ "‘""T / dx\ 

dx dx C0S \ 2 / ' 


Or, lorsqu’un arc tend vers zéro , le rapport du sinus à 
l’arc tend vers l’unité, ainsi que le rapport de la tangente 
à l’arc , ou du sinus à la tangente -, donc 


. dx 

sin — 

liiu. — 2 = i : 
dx 


la limite du second membre est donc cos x. 
On a donc 

djr 

. -T- = ces x, 

dx 


en entendant que le rapport^ est pris à sa limite, sans 

quoi il faudrait ajouter une quantité infiniment petite au 
second membre. 


On en déduit 


OU 


dy — cos xdx, 
d . sin x — cos xdx. 
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Soit maintenant jy= tang x; on aura 

Ju tangx -f- tangrfx 4 tang dx { i tang 8 x) 

^ i — tang x tang tir taD ® X i — tang x tang dx ’ 

d’où 

dy tang dx i -f- tang* x 

dx dx i — tang x tang dx ’ 

et passant aux limites , 

dy , i 

r=i + tang 8 x = sec 8 x = , 

dx ^ b cos 8 x’ 


et par suite, 


dy — d. tangx = 


dx 

cos 8 x 


On arriverait au même résultat en considérant que tang x 
et appliquant la règle pour différentier les 


sin x 
cosx ’ 
fractions. 


Soit enfin jy=séc x = - * ^ ; on aura, par la règle des 
fractions , 

, d.cosx sin x dx 

dy — — = tang x sec xdx : 


cos* x 


cos“ x 


ainsi cl séc x = tang x séc xdx. 

On y parviendra encore en observant que 

dy — — —J 

cos (x y dx) cos x ’ 

et développant les calculs comme dans les cas précédents. 

24. Différentielles de cos x, cot x, coséc x. Consi- 
dérons maintenant les mêmes fonctions du complément 

x de l’arc x. 

2 

Observons pour cela que l'on aura eB général , en regar- 
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dant ^ — x comme une fonction de x, et appliquant la 
règle des fonctions de fonctions , 

rfF (î— )= F (I— )"(f— )=- F '(I-^)' to 

Ainsi, pour les trois fonctions cosx, cotx, cosécx, qui ne 
sont autres que sin — x^, tang^ — x^,séc il 

faudra prendre les dérivées des fonctions respectives sin x , 
tang x , séc x, y changer x en ~ — x, puis multiplier 
par — dx. On trouvera ainsi 

dx 

d. cosx = — sinxdx, d.cotx = r-r — , 

sin* x 

d . coséc x = — cot x cose'c xdx. 


i 5 . Différentielles des fonctions trigonométriques in- 
verses. Nous avons vu que pour obtenir la de'rivée d’une 
fonction y de x, il suffisait de diviser l’unité par la dérivée 
de la fonction inverse, dans laquelle on mettrait y pour 
variable. 

D’après cela, si l’on considère les fonctions arc sin .r, 
arc tang x, arc séc x , arc cos x, arc cotx, arc coséc x, 
qui ont respectivement pour inverses 


sinx, tang x , sécx, cosx, cotx, cosécx, 
on trouvera 

. dx dx 

pour r = arcsinx, dr— =—7=^===, 

v J J cosy y / 1 _ 


, , dx 

pour y = arc tang.r, dy — cos' jrdx = ^ ^ ■— a , 

dx dx 

pour y= arc sec x, dr — - — = y=z=? 

K tangysecy xVx'— 1 

dx dx 

pour y =arc cos.r, dr = : = 7== 

1 J J smy \/i — . 


■ x*’ 


*# 
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pout arc cota; , dy = — sin 1 xd-r = — 


dx 


pour y — arc cosécx, dy=z 


I+**’ 

dx dx 

cot/ cosec y~~ x\Zx—i 




Il faut bien remarquer que les radicaux qui se sont intro- 
duits dans ces formules doivent être pris , tantôt avec lo 
signe -f-, tantôt avec le signe — ; on reconnaîtra celui que 
l’on doit prendre, en considérant la ligne trigonométrique 
qui l’a introduit. 

Les trois dernières différentielles sont égales aux trois 
premières, en faisant abstraction des signes qui peuvent 
être semblables ou dissemblables ; et cela tient à ce que la 
somme ou la différence des deux axes correspondants est 
une constante. 

Les signes que nous avons donnés aux radicaux dans 
ces formules, se rapportent au cas où l’arc est compris 

entre o et 

2 

Les différentielles des fonctions trigonométriques , ou 
fonctions circulaires, pourraient encore s’obtenir par des 
considérations géométriques fort simples, auxquelles nous 
nous ne nous arrêterons pas. 

26. Le tableau suivant renferme les différentielles de 
toutes les fonctions simples. Nous y représentons par la 
lettre caractéristique L les logarithmes dans une base quel- 
conque, et par 1 ceux qui se rapportent à la base de Néper. 
Dans les fonctions trigonométriques inverses, les signes des 

radicaux supposent l'arc compris entre o et 


Digitized by Google 



PREMIÈRE ANNÉE. 


d.x'— nx”-'dx 
d. Lx 


dx 
Le _ 
x 


dx 

d.\xz=z — 


d.a* 

d.e* 


: à* I adx 
: e*dx 


d, si» x = cos xdx 
d-T 

<f.tan(;x = 

u coa » x 

d. séc * = tang x séc xdx 

d. cos x — — sin xdx 

dx 

d. cot x = : 

sin * x 

d.cosécx = — cotxcoséc xdx 


4i 


J. arc sin x : 


dx 


d.arctanjjx: 


V' i— x« 

dx 


d arcsécx = 
«f.arccosx = 


l+x* 

dx 


rl/x>— l 
dx 


if. arc col x = • 
if.arccosécx = ■ 


V' l— x* 
dx 

l + x * 
dx 


: l/x>— l 


Il est bon d’observer que ces différentielles des fonctions 
simples de x ne supposent nullement que x soit la variable 
indépendante. Elles expriment l’accroissement de ces fonc- 
tions, correspondant à l’accroissement dx -, et ce dernier 
peut dépendre de celui d’une variable quelconque dont x 
dépendrait, comme aussi il peut être entièrement indépen- 
dant. Ainsi l’on aurait 

d. [F (x)]* = n [F (x)]* -1 d . F (x) , 
d. sin [F (x)] — cos [F (x)] d. F (x) , etc. 

C'est cette même considération qui nous a conduits à la 
différentiation des fonctions de fonctions. 


Différentielles des jonctions implicites. 

27. Si par fonction implicite l’on entendait toute fonc- 
tion dont la forme n’est point donnée explicitement, mais 
qui est déterminée complètement par les données de la 
question, on se jetterait dans une trop grande généralité , 
et il ne serait pas possible de donner des règles générales 
pour leur différentiation. Nous renfermerons seulement 
sous cette dénomination les fonctions qui sont liées aux 
variables dont elles dépendent par des équations dont les 
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deux membres sont des fonctions explicites de toutes ces 
quantités. 

Nous considérerons d’abord le cas où l’on a une seule 
équation ; ce cas se subdivise en deux autres, suivant que la 
fonction dépend d’une seule ou de plusieurs variables indé- 
pendantes. 

Soit d’abord F(jc , y) — o. 

Les dérivées par rapport à x, des deux membres de cette 
équation , devant être identiques , et y étant une fonction 
déterminée, quoique inconnue de x , nous aurons, d’après 
la règle des fonctions composées, 


dx d y dx °’ 


dV . ,d F , 
*7 -dx +~dr 
dx dy 


o, 


équations qui déterminent la dérivée ou la différentielle 
de y, puisque l’on peut former les dérivées partielles 


^ de la fonction explicite F(#, _y). On aura ainsi 



d F 

d F 

àj_ 

dx 

1 

II 

ns 

dx 

~dF’ 


dy 

dy 


Ces valeurs de la différentielle et de la dérivée d ey sont 
exprimées au moyen de x et y à la fois ; elles ne peuvent 
l’être au moyeu de x seul , que quand on peut résoudre 
l’équation F(x,y)=o par rapport à^j mais néanmoins 
ces formules ne laissent pas que d’être d’une grande utilité 
dans le cas même où cette résolution est impossible. 

28. Soit en second lieu 


F (y,x, «, «»,...) = o, 

y se trouvant ainsi fonction des variables indépendantes 
x , u, y. Lorsque a:, u, u,... prendront les accroissements 
infiniment petits arbitraires dx , du , du , ... la fonction y 
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prendra un accroissement déterminé dy , dont il s’agit de 
trouver l’expression. Or les accroissements des deux mem- 
bres de l’équation doivent être égaux-, on aura donc, en 
négligeant les quantités infiniment petites par rapport à dy , 


— dy + — dx -f- -- du + — dv + . . . = o; 
dy ^ ^ dx ^ du ‘ dv T ’ 


d’où 


d F 

d? 

d F 

dx . 

— — du - 

dV 

dv , 

-5*- c "' 

dy 

djr 

dy 


29. Considérons maintenant m — 1 équations entre m 
variables; ce qui détermine m — 1 d’entre elles en fonction 
de la m , qui sera la seule variable indépendante. Soient 

F ( x,y,z , ) = o, 

) = °» 


F m_, (X,y, z, ) = o ; 

on trouvera , en différentiant toutes ces équations , 


d* a 
Tx dx 

^dF 
4 - y dy 
dy ' 

^ dF A 

^ ~T < * z 
az 


. — 0, 

d ^dx 

dx 

, dF, 

+ ~T-dy 

dj 

+** 

+... 

. = 0, 

dF,n-t J 

dx J r 

JF JF 

1 ar m— î 1 , Ul m-a » 

+ -d J r‘ t -r + -dz- dz 

0 

11 

f 


De ces m — 1 équations du premier degré par rapport ;* 
dy, dz ,... on tirera la valeur de ces ni — 1 inconnues en 
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fonction de x, y, z et dx -, ce qui était l’objet de la 
question. 

Soient enfin m — n équations entre m variables \m — n 
de ces variables seront fonctions des n autres, qui serout 
entièrement indépendantes. En dilférentiant toutes ces 
équations, les différentielles de toutes les variables entre- 
ront au premier degré ; et l’on obtiendra les différentielles 
des m — n fonctions au moyeu de celles des n variables 
indépendantes, par la simple résolution d’équations du 
premier degré. 

Expression du rapport des accroissements finis de 
deux Jonctions d’une même variable. 

3o. Soient deux fonctions quelconques F (x), /'(x), 
et x 0 , x„-J -h, deux valeurs déterminées de la variable x -, 
il s’agit de trouver, au moyen des dérivées de ces fonc- 
tions, une expression du rapport 

F (j, 4/1) — F (x„) 

/(*„+ h ) —/(*.) ’ 

en supposant que la fonction f{x) aille constamment en 
variant dans le même sens, depuis x„ jusqu’à x„«f-A, ce 
qui exige que sa dérivée f'(x) ait toujours le même signe -, 
et supposant en outre que F (x) soit continue daus le même 
intervalle. Pour cela , partageons l’intervalle h en un nom- 
bre indéfiniment croissant de parties égales , que nous dé- 
signerons par a , et considérons les Fractions 

F(x„4-«)-F(x 0 ) F(x o -F?«)-F(x 0 -f« ) F(x 0 +h)-F(x 0 +h-* ) 

/(*<>+“)-/ (x c )'/(x„ -f- 2 *) -/(x 0 +«)■' J\x 0 +h)-f (x o q- h-»)' 

Si l’on ajoute leurs numérateurs entre eux , ainsi que leurs 
dénominateurs, qui ont tous le même signe, par hypothèse, 
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on obtiendra une valeur moyenne entre la plus petite et la 
plus grande d’entre elles , et qui sera précisément le rapport 
en question. Or si l’on divise les deux termes de toutes ces 
fractions par a , ils seront aussi prés que l’on voudra d’être 
les dérivées des fonctions F (.r) , f (x) relatives aux valeurs 
.r 0 -f-A — a; de sorte que si ces dérivées ne 
deviennent ni nulles ni infinies entre x 0 et x a -\-h, ces 
fractions pourront s’écrire ainsi : 


F' foo) 

/>„) 


■1 “£> 


f'(X o + *) 


+ y 


F'(*. + A-*) , 
/'(x. + A— r*’ 


les quantités (B, y,... p tendent vers zéro en même temps 
que a. Le rapport proposé étant toujours compris entre la 
plus petite et la plus grande de ccs fractions , sera com- 
pris entre la plus petite et la plus grande des limites vers 
lesquelles elles convergent, et dont l’expression générale est 


F'(*) 

/'(*>’ 


x passant par toutes les valeurs entre x 0 etx 0 -f-A. Si 


donc cette expression passe par toutes les valeurs com- 
prises entre sa plus petite et sa plus grande, lorsque x 
varie d’une manière continue de x„ à x„-f -h , il existera une 
certaine valeur intermédiaire de x qui la rendra égale au 
rapport en question. Cette valeur de x peut se représenter 
par x 0 -f -6h, 9 désignant une quantité positive plus petite 
que l’unité , qui dépendra de x 0 et de h d’une manière très 
compliquée en général , mais qu’il est le plus ordinairement 
inutile de connaître. On peut donc poser 


F Qr„ + A) — F (x„) _ F'(j„ 4- Oh) 
/(•-*•. + A) — / (*„ ) f (x„ -4- Oh)’ 


et il faut bien se rappeler que l’exactitude de cette impor- 
tante formule est subordonnée aux conditions suivantes : 
que o f'(x)soitconstamment de même signe entrex 0 etx 0 -f-/i. 


et que 


F* (g) 
/'(*) 


passe par toutes les valeurs entre sa plus petite 
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et sa plus grande. Celte dernière sera toujours remplie si 

est continue entre x„ et x.- 4 -A, mais cela n’est pas 
J {x) * 

indispensable. 

3 1 . Si l’une des limites , par exemple x 0 , rendait à la fois 
nulles ou infinies les deux fonctions F'(x) et f (x), ce 
qui donnerait à leur rapport une forme indéterminée, 
on considérerait d’abord, au lieu de x 0 , une valeur de 
,r 0 -f-d qui la surpasserait d’une quantité très petite â. 
L’équation précédente est démontrée pour ce cas, et le 

rapport + - /(S - + P) sera ^ al à 11116 valeur 

F' 

de j., ^ correspondante à une valeur x, , intermédiaire 
entre x„+d et x a -\-h. 

Si maintenant on fait tendre â vers zéro, et que j 
ii ■ F' (x. ) . 

reste toujours continu, l expression 777— r tendra vers une 

J (*.) 

limite qui correspondra à une valeur de x comprise entre 
X„ et x 0 -(-A , et ce sera la limite du rapport dont elle repré- 

. , , • . . 1 , F(x 0 -}-A) — F(x 0 ) 

sente a chaque instant la valeur, ou 77 - 7 -, — 

_ /(i.+ ‘)-/W 

L’équation précédente subsistera donc dans ce cas. S’il 
arrivait que la valeur de x qui correspond à la limite vers 
F^ (zc} 

laquelle tend j, ^ fût x 0 lui-même , le rapport en ques- 

tion serait toujours égal à la limite deyr,—— quand x ten- 
drait vers x„, mais ou ne pourrait la représenter par 
l’expression insignifiante^—^, qui ne serait autre chose 


o 00 

que - ou — . 
1 o 00 


Digitized by Google 



PKEM1ÈKE ANNÉE. 


47 


3a. Si l’on prend /'(x)=x, la formule devient 


F (x 0 + h) 
h 


F(r.) 


— F' (x„ + Oh ) , 


ou 

(a) F(x 0 -f-fc) — V(r o )—hF(x o -\r0h). 

Cette formule suppose que F' (,r) passe par toutes les 
valeurs entre sa plus grande et sa plus petite; ce qui aura 
toujours lieu quand F f (x) sera continue entre xetx-j-/t. 

Si l’on a x =o et F (o)=o , l’équatiou ( 2 ) devient 

F (A) = hF (6A). 

Ainsi toute fonction d une variable h qui devient nulle 
pour h=o, sans que sa dérivée devienne infinie, a pour 
facteur h , et pour second facteur une fonction qui reste 
finie, et peut même se réduire à zéro pour k~o. 

33. Nous allons déduire de l’équation ( 1 ) quelques pro- 
positions qui nous seront fort utiles par la suite. 

Si l’on avait pour une valeur particulière x, de la varia- 
ble, F (x„)=o, /(x 0 )=o, la formule (i) deviendrait, en 
posant 6/i—h, , h, étant moindre que h , 

F ( x„ -f h) _ F' (x„ -f- h ,) 

/(x„ + h) ~ f{x 0 + h,y 

Si l’on avait en outre F'(x„) = o , f'(x 0 )= o, on aurait 
semblablement 


F (x D -f h,) _ F* (x„ -j- AJ 
f (‘ r o + h,) J " (x„ -f- h 2 ) 


F" (x) 


/ii étant moindre que h x , et en supposant que 
passe par toutes les valeurs entre sa plus graude et sa plus 
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petite ; et par suite 

F (x„ -f- h) _ F" (,r„ ■+• h,) 

f(*o + h ) ~ f“(* a + h >Y 

En continuant ainsi, on verra que si l’on a les conditions 

F(x„)=o, F' (x„) = o, F 4-1 (*) o , 

/(*.) = ». /' (x„) =• o, f—' (x„) = o, 

et que les rapports des dérivées de même ordre, jusqu’à 
l’ordre n inclusivement , passent par toutes les valeurs entre 
leur plus grande et leur plus petite, ce qui aura lieu s’ils 
sont continus , on aura 

m F (i„ + à) __ F" (x„ + Oh ) 

f{s a +h) J‘{x 0 + 6h)' 


9 désignant une quantité positive moindre que l’unité. Si 
toutes les conditions précédentes étaient satisfaites, excepté 
F (x„) = o , on aurait 

F (x a + h) - F(x„) __ F" (x„-+- èh) 

’ /(X„ + h) /* (x„ -+- Oh) ’ 


34- Comme application de cette dernière formule, sup- 
posons que l’on ait 

/(x) = (x — I»)*, 

et que la fonction F (x) ait toutes ses dérivées continues 
jusqu’à F"(x) inclusivement, entre x„ et x 0 -f- A , les 
conditions f(x 0 )=o, f'(x 0 )=o, . . . f"~'(x 0 )= o seront 
évidemment satisfaites ; et en supposant toujours que 
l’on ait 

F' (*„) = o F— 1 (x„) = o , 

l’équation (4) devient 

F (x 8 + h) — F (x 0 ) _ F» (x. 4- Oh) _ 
à* 1.2.3..../»’ 
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d’où 

(5) F (x 0 + h ) — F(x„) = ~—4 F* (x. + 6h). 

' ' i .a. o. . . .n 


On voit que si h tendait vers zéro , et que F” (x 0 ) fût fini , 
l’accroissement de F(x) serait infiniment petit de l’ordre n 
par rapport à celui de x , pour la valeur particulière x 0 . 

Si l’on a en outre F (x„) =s o , la formule précédente 
devient 

(6) F (x 0 + A) = F* (*. + «*)• 

Si x 0 est zéro , cette équation se change en la suivante : ' 

F(J)= rz3i F,(6J) ’ 

et changeant h en x , 

(7) F(J) - , .a*:, 

l 

en admettant les conditions 


F(o) = o, F'(o) = o, F* -1 (o) = o. 

On peut remarquer qu’pn aurait semblablement 


F» = 


x*“‘ 


i.a. . . (n— i) 


F«(Ô,x), 


et que par conséquent F (x) est infiniment petit par rap- 
port à F'(x). 

L’équation (5), dans le cas de x 0 = o, donne, en chan- 
geant la lettre A en x, 

(8) F (x) - F (o) = — F» (Sx) ; 


ce qui suppose que F (x), F' (x), ... F" (x) soient continues 
entre o et x, et que l’on aitF'(o) = o,. . . .F" _, (o)=50. 

4 
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35 . Nous déduirons de ce qui précède un corollaire très 
simple, et qui nous servira par la suite. Il consiste en ce 
. F(x) , 

que si tend vers zéro en meme temps que x , et que 
F(x), F'(x),. . . F n (x) soient continues entre o et x, la 

fraction — — pourra se mettre sous la forme . 

D’abord il résulte de l’hypothèse que l’on doit avoir 
F(o)=o F' (o) = o, . . . . F" -1 (o) = o; 

car sans cela serait infini , pour x=o. On peut donc 

appliquer ici la formule (7) , et l’on voit par conséquent 

que si devient nul pour x = o, on aura 

F (x) _ F* (Sx) 
x" 1 . 1 .... n 


36 . L’équation (a) conduit immédiatement à une con- 
séquence déjà obtenue précédemment , savoir: qu’i/ nj a 
qu’une expression indépendante de x, dont la dérivée 
par rapport à x soit nulle quel que soit x. 

En effet, soit F(x) une fonction telle que pour toute 
valeur de x on ait F'(x)=o-, l’équation (2) montre que 
quels que soient x et x-\-h, on aura F (x) — F (x-j-A) =0, 
puisque F ' ( x -f- Oh) est nul par hypothèse. Donc 
F(x)=F(x-f-/t), et par conséquent la fonction F(x) a 
toujours la même valeur, quelle que soit la valeur de la 
variable; elle est donc constante relativement à x, ou, en 
d’autres termes, elle ne dépend pas de x. 

De là résulte cette conséquence, que deux fonctions qui 
ont la meme dérivée par rapport à une même variable, 
ne peuvent différer que par une constante, c’est-à-dire 
par une quantité indépendante. En effet, la dérivée de la 
différence de ces deux fonctions étant la différence de leurs 
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dérivées est nulle d’elle-même , d’après l'hypothèse ; donc 
cette différence est une constante , comme il fallait le dé- 
montrer. 

37. Nous terminerons par cette proposition très impor- 
tante que, si F (x, j^cst égal à zéro quel que soitx, quand 
on donne à y une certaine valeur particulière a, toutes les 
dérivées de F(x,jy) par rapport à x deviendront aussi 
nulles quand on y fera j = a. 

En effet , pour toute valeur de x et de h , on aura , en 
vertu de l’équation (a), 

(9) F(* + A ».r) — F(*».r) = AF'(x+eft,jO, 

la dérivée étant prise par rapport à x. • 

Or les deux termes du premier membre deviennent nuis 
pourj-=a, doncF'(x-j- 0 /i, a)=o. 

Et comme x et h sont arbitraires, on peut affirmer que 
x-\- 6 h peut prendre toutes les valeurs possibles, bien qu’on 
ne connaisse pas la valeur de 0 ; car x-j- 0 ù est toujours 
compris entre x et x-f~ù, et l’on peut faire en sorte que 
xetx-f-ù comprennent toujours entre eux une valeur 
arbitraire oc 1 et s’en rapprochent indéfiniment -, d’où il suit 
que x-f -dh peut s’approcher indéfiniment dex 7 , et que par 
conséquent F' (x, a ) est nul quel que soit x. 

De là on déduira semblablement que F" (x, a ) est nulle 
quel que soit x , et qu’il en est de même en général de 
F"(x, à). 

Il est encore utile de remarquer que si h tend vers zéro , 
le premier membre de l’équation (g) tend aussi vers zéro , 
quel que soit y, et n’est autre chose que la différentielle de 
F (x, x) P ar rapport à x. Cette équation pourra donc 
s’écrire ainsi, en remplaçant h par < 7 x et x-f-0/i par x', 

(10) dV {x,y) — dxF'(x',jr). 

Or si l’on fait tendre y vers a , F' (x', y) tend vers zéro ; 

4 .. 
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«loue la différentielle par rapport à x d'une fonction 
F( x *ÿ) l 11 * est infiniment petite, quel que soit x, est infi- 
niment petite par rapport à dx. 

L’équation (io) montre encore que si une fonction 
F(x, y), lorsque y tend vers a, est infiniment petite du 
meme ordre que sa dérivée par rapport à x, l' accroisse- 
ment quelle prendra quand x croîtra de dx sera infini- 
ment petit par rapport à la fonction même F (x, y). 

Différentielles des divers ordres d’une fonction 
dune seule variable. 

38. L* différentielle d’une fonction F(x) dépendant de 
x et de dx , si l’on y donne à x un accroissement infini- 
ment petit, elle prendra un accroissement qui sera sa diffé- 
rentielle, et que l’on nomme la différentielle seconde de la 
fonction. Le nouvel accroissement que l’on donne à X 
pourrait n’être pas le même que le premier, qui est dx ; 
mais comme il n’y aurait pas d’avantage à le supposer 
différent, et qu’il est plus simple de considérer tons les 
accroissements comme déterminés par dx, on est convenu 
de donner constamment à x le même accroissement, tant 
dans la fonction que dans ses différentielles. C’est ce que 
l’on entend quand on dit que dx est constant; et cela ne 
veut pas dire qu’il ne varie pas, ce qui serait incompatible 
avec sa nature , puisqu’il tend toujours vers zéro. 

La différentielle seconde dépendant généralement de x, 
elle prendra encore un accroissement quand on y fera 
croître x de la même quantité dx, et l’on aura ainsi la 
différentielle troisième de la fonction. En continuant de la 
même manière , on obtiendrait les différentielles de tous les 
ordres de cette fonction. 

Désignons par y, y,, y*, Js,--» les valeurs de la 
onction F(x) correspondantes àx, x-j-dx, x-j- 2 dx, 
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ae-j-3 dx, x-\-ndx-, par dy, dy , , dy , les diffé- 

rentielles premières dey, y, ,. . . -, par d'y, d'y , , . . . leurs 
différentielles secondes , et ainsi de suite. On aura 

dy — Ti—J, d y,=y,—y„...i 

d’où l’on voit que dy, n’est autre chose que dy dans lequel 
on changerait x en x~\ -dx, et ainsi des suivants. 

La différentielle seconde sera l’accroissement de la pre- 
mière dans laquelle on fera croître x de dx , ou la somme 
des accroissements des deux termes -, on aura donc 

d'y — dy, — dy, d'y, — dy dy, , etc. 

Ainsi d'y, n’est autre chose que d’y dans lequel on 
change x en x-\-dx , et ainsi des suivants. 

De même, pour avoir la troisième différentielle, il fau- 
dra prendre la somme des accroissements des deux termes 
qui composent la seconde , ce qui donnera 

d 3 y =■ d'y, — d'y, d 3 y, = d'y, — d'y, , 

et l'on voit encore que d 3 y, s’obtiendra en changeant 
x en x-\~dx dans d'y, et ainsi de suite pour d 3 y, , d 3 y , : 
on continuerait ainsi jusqu’aux différences d’un ordre quel- 
conque, 

La formule qui exprime d'y au moyen dey, y i} y,,...y„ 
est remarquable. En partant de dy=y , — y, en pre- 
nant les accroissements des deux membres , on obtient 

d J=J* ~ ST.-hTi 
de là on tire de même 

d?y —y> — 3 'y, + 3y, —y. 

La loi des indices dey s’aperçoit immédiatement, et celle 
des coefficients est la même que dans le développement des 
puissances du binôme a- — b. On en démontrera la généra- 
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lité en montrant que si elle est vraie pour 1 1 "'~' y , elle le 
sera pour cl m j. On a ainsi la formule générale 

ntn — i) 

ny -f - 2 — -T.-. ••• 


et il est clair que cette formule ne suppose pas que l’ac- 
croissement dx soit infiniment petit: il est entièrement 
arbitraire. 

3 g. Voyons maintenant comment on peut exprimer les 
différentielles successives au moyen des dérivées de y 
ou F (a 1 ) , et réciproquement. 

Ou a d’abord, sans rien négliger, ^ — F'(.r) -f- «, w 

désignant une quantité infiniment petite , quel que soit x , 
et devenant nulle quand on y fait dx = o. Prenons mainte- 
nant les accroissements exacts des deux membres dans 

lesquels x croîtra de dx\ le numérateur de la fraction ^ 

changera seul, et son accroissement sera d t y, divisant en- 
suite tous les termes par dx , on aura rigoureusement 

d'y dF'(x) d*> 

dx a dx dx' 


Observons maintenant que, d’après une proposition précé- 
dente (37), la dérivée de e) par rapport à x devient nulle 
quand on y fait dx— o, et que par conséquent la limite 


Cteê u f IX) 

de ^ est zéro. De plus, ne diffère de F"(x) que 

d’une quantité infiniment petite. L’équation précédente 
. peut donc se mettre sous la forme 


d'y 

dx “ 


FV) + .', 


w' étant infiniment petit, et par conséquent devenant nul 
pour dx=o. Si dans les deux membres de cette équation 
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rigoureusement exacte , on augmente encore x de cîx , le 

d* Y 

numérateur de la fraction augmentera de d l y, et la 
d} Y 

fraction augmentera de Divisant par dx les accroisse- 
ments des deux membres, on aura 

d‘y __ dF“(x) d_d 
dx s dx ' dx 


du' 

On observera encore que ^ devient nul en même temps 
t/F' (tr) 

que dx , et que ■ ne diffère de ¥'"x que d’une quan- 
tité infiniment petite. On aura donc encore rigoureusement 

S? = F»(:r) + 

<ù ,t désignant encore une quantité infiniment petite. 

En continuant ainsi, on aura en général 

g[=F-(*) + «C— ), 


wC"- 1 ) devenant nul en même temps que dx. 

Si l’on passe aux limites, on obtiendra les formules sui- 
vantes : 


:=F'(x), Iim.g = F»,... lim.g=F"(x), 
écrit ordinairement i 
= F' fart. ^ 


: ainsi 


en se rappelant , ou que l’on doit entendre que les première 
membres sont remplacés par leurs limites , ou que les se- 
conds membres doivent être augmentés d’une quantité 
infiniment petite que l’on s’est dispensé d’écrire. 
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On tire de ces équations 

dy — F' (x) dx, dy = F* (x) dx* d"y = F* (x) dx" , 

et ces formules ne donnent les valeurs des différentielles 
dy, d'y, .... d'y, qu’à une quantité près , infiniment petite 
par rapport à ces différentielles mêmes : ce qui est la seule 
chose nécessaire pour la rigueur des résultats. 

On voit par là que la dérivée d’un ordre quelconque est 
la limite du rapport de la différentielle de l’ordre n dejy 
à la puissance n‘ imr de la différentielle de x-, et que par 
conséquent cette différentielle n est un infiniment petit de 
Torde n si F" (x) est une quantité finie. . 

4o. Remarque. Lorsque les fonctions que Ton considère 
dépendent toutes d’une seule variable x , les différentielles 
premières sont toutes déterminées par dx, oupar une quel- 
conque d’entre elles; ainsi dy désignera partout le même 
accroissement, soit qu’on ledétermined’aprèsrèzou d’après 
la valeur correspondante de dx, en supposant toujours que 
la valeur dex soit la même. Mais le d’y n’aura pas la même 
valeur quand il exprimera la différentielle de y par rapport 
à x ou par rapport à z. En effet, dans le premier cas il 
faut considérer les trois valeurs de y correspondantes à 
x, x-f -dx, x-j-xdx ; prendre la différence de la deuxième 
à la première et de la troisième à la deuxième, puis la diffé- 
rence de ces deux différences. Dans le second cas il faudra 
considérer les trois valeurs de y qui correspondent à 
z, z-j-dz, z-\-idz , et agir de la même manière sur elles. 
Or les deux premières sont les mêmes dans les deux cas; 
mais la troisième est différente parce que à x-f- idx ne 
correspond pas z -\-idz : il s’en faut d’une quantité infini- 
ment petite par rapport à dz, et que Ton u’a pas le droit 
de négliger par rapport aux différentielles du second ordre. 

Il est donc nécessaire de distinguer avec soin les diffé- 
rentielles désignées par d'y, et pour cela de se rappeler 
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quelle est leur origine : c’est ce que l’on fera toujours en 
d*Y ctr 

employant la notation ou suivant que la 

seconde différentielle sera prise par rapport à x ou àx : par 

on entendra dans ces expressions les limites de 

ces rapports ou les dérivées secondes , et il n’en résultera 
qu’une erreur infiniment petite par rapport à d'y. 

41. Si l’on considère en particulier les fonctions 


x", logx, a*, sinx, cosx, 

on trouvera 

d“x m =z m(m — 1). . . . (m — n-t-i) x m "~”dx' , 

dx n 

d m logx = dt i .2 . 3 . . . .(n — i) loge —, 
d* a* = a* 1 " adx", 
d " sinx= sin ^x -f- ’^xjdx", 

d" cos x = cos ^x ■+■ -x^dx" ; 


et il faut toujours se rappeler que le second membre ne 
donne la valeur de la différentielle n‘ ime qu’à une quantité 
près, infiniment petite par rapport à cette différentielle. 


Différentielles et dérivées partielles des divers or- 
dres , des fonctions de plusieurs variables indé- 
pendantes. Différentielles totales. 


4 a. Une fonction de deux variables indépendantes x et y 
peut être différentiée successivement par rapport à chacune 
d’elles partiellement , et l’on peut supposer que ces diffé- 
rentiations soient en nombre quelconque et se succèdent 
d’une manière quelconque. Le nombre de ces différentia- 
tions constitue l’ordre de la différentielle. De même les 
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dérivées partielles du second ordre sont le résultat de deux 
déviations, soit par rapport à x seulement, ou à y seule- 
ment, ou àx et y successivement dans quelque ordre que 
ce soit; et généralement les dérivées partielles de l’ordre 
n sont celles que l’on obtiendra par n dérivations suc- 
cessives, quel que soit le nombre de celles qui auront été 
effectuées par rapport à .r et par rapport ky, et quel que soit 
l’ordre dans lequel elles auront été effectuées. Du reste il 
n’y a aucune nouvelle règle à donner pour les différen- 
tiations partielles successives , puisqu'elles se font toujours 
en considérant une seule variable indépendante. 

Avant de faire connaître par quelle notation nous repré- 
senterons les dérivées et différentielles partielles d’un ordre 
quelconque, et comment elles pourront servir à donner 
l’expression des différentielles totales de tous les ordres , 
pour les fonctions d’un nombre quelconque de variables, 
il est nécessaire que nous démontrions la proposition sui- 
vante. 

43. De Tordre dans lequel se succèdent les différen- 
tiations. Si l’on différentie une fonction par rapport aux 
diverses variables indépendantes qu’elle renferme , on arri- 
vera toujours au même résultat , tant pour les dérivées que 
pour les différentielles partielles, dans quelque ordre qu’on 
effectue ces opérations , pourvu qu’on ne change pas le 
nombre de celles qui doivent être faites respectivement par 
rapport à chaque variable. 

Soient en effet x et y deux des variables dont dépend 
une fonction u-, et désignons, pour un instant , par d et d' 
les différentielles partielles prises respectivement par rap- 
port à x et y . 

Si l’on change d’abord x en x-\ -dx , u devient 

U du ; 

si dans cette expression on change y en y~\-dy, elle 
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u - f- du d'u d' .du , 

et l’on a ainsi ce que devient u quand x et / sont changés 
en x-\-dx , y-^-dy. 

Or, en faisant les substitutions en sens inverse , on aura 
u -f- d'u 4 - du d.d’u, 

et ce résultat doit être identique au précédent, puisqu’il 
exprime toujours la fonction u dans laquelle x et y sont 
changés en x-\-dx , y -\-dy. 

Donc on a identiquement 

d.d'u — d'.du, 

et l’on peut remarquer que celte identité a lieu lors même 
que dx , dy ne sont pas infiniment petits. 

44- Si l’on prend successivement un nombre quelconque 
de différentielles partielles , il est facile de voir que l’ordre 
dans lequel on les prendra est complètement indifférent. 
En effet , deux de ces opérations successives pouvant être 
changées d’ordre, on pourra faire arriver au premier rang 
celle que l’on voudra , en la faisant avancer successivement 
d’un rang vers le commencement-, on amènera ensuite au 
second rang celle que l’on voudra des autres différentielles , 
et enfin on les placera toutes dans un ordre quelconque , 
sans que le résultat cesse d’être identiquement le même. 

Les dérivées partielles peuvent s’exprimer, au moyen des 
différentielles partielles, d’une manière tout-à-fait semblable 
à celle que nous avons indiquée pour les fonctions d’une 
seule variable. Nous ne recommencerons pas ces calculs, 
dans lesquels il suffirait de supposer qu’au lieu de prendre 
constamment des différentielles par rapport à x, on les 
prenne tantôt par rapport à x et tantôt par rapport à y. 
On trouve ainsi que la n‘ tmr dérivée par rapport à / de 
la m iimr par rapport à x , de la fonction u, est la limite du 
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rapport différentiel i 

d" l d m u 
dx"dt n ' 

d'"d"u désignant la différentielle n‘ im * par rapport à y de- 
là différentielle m i>m ‘ de u par rapport à x. 

La marche suivie dans ce calcul montre que les diffé- 
rentielles successives de u , tant par rapport à x que par 
rapport à y, se suivent dans le même ordre que les dérivées . 
Et comme l’ordre des différentiations n’influe pas sur le 
résultat, il s’ensuit qu’une dérivée partielle quelconque est 
indépendante de l’ordre dans lequel ces dérivations ont été 
effectuées. 

Dorénavant nous indiquerons toutes les différentiations 
par la même caractéristique d. Ainsi la n iime dérivée par 
rapport à y de la m iim ‘ dérivée de u par rapport à x 
s’exprimera par 

cfr+’U d m+n u 

dx m dy n ’ ° U P 8r dy"dx * ’ 


ce rapport étant pris à la limite-, et l’on pourrait même 
donner tel ordre que l’on voudrait aux facteurs dx et dy. 

La différentielle partielle correspondante, o\id m+n u , 
serait égale au produit du dénominateur dx‘"dy n par la 
limite du rapport différentiel, en négligeant une quantité 
infiniment petite par rapport à ce dénominateur, ou par 
rapport à la différentielle même. Elle peut donc s’expri- 
mer par 


dx m dy* 


dx m dy n , 


soit qu’on prenne la limite du rapport différentiel , ou ce. 
rapport lui -même, pour facteur de dx m dy n . Dans ce der- 
nier cas, en supprimant le facteur commun il resterait 
rt" +n u, qui n’indiquerait plus le nombre des différentiations 
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de chaque espèce, vu que la caractéristique est. la même 
pour l’une et l’autre. Il faut donc bien se garder de sup- 
primer ce facteur commun , ou la notation serait insuffisante, 
et confondrait ensemble les m-f-i différentielles de l’ordre 
m d’une fonction de deux variables. 

D’après cela, ces m-f- i quantités s’exprimeront de la 
manière suivante : 


— dx” — 
dx m ’ dx 


d m u 


'djr 


j d m u d m u , 

^ d n -'dj' dx d3r '-"dp' ^ 


et nous réserverons la notation d"u pour représenter la 
différentielle totale de l’ordre m , c’est-à-dire celle que l’on 
obtiendra en faisant varier à la fois x et y dans chaque 
différentiation. 

45. Expression des différentielles totales . Nous avons 
vu que la différentielle totale du premier ordre d’une fonc- 
tion quelconque u était donnée par la formule 


^Tx^ + t*' 


les rapports différentiels étant pris à leurs limites, et le 
second membre devant être augmenté de quantités infini- 
ment petites par rapport à dx et dy, et qui peuvent par 
conséquent se mettre sous la forme adx-\-fidy, a et 8 
devenant nulles quand on fait dx—o , dy=o. 

Si maintenant, dans les deux membres de cette équa- 
tion, on change x et/ enx-j-dx ,yf-dy, et qu’on prenne 
les accroissements, on pourra négliger ceux qui provien- 
draient des termes omis, parce qu’ils sont infiniment petits 
par rapport aux produits dx', dxdy, dy' ; il suffira donc 

déconsidérer la partie dx -f- ^ dy qui va donner des 
termes de cet ordre. 

Pour les obtenir, on fera la somme des accroissements de 
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chacun de ces deux termes. En considérant d’abord y dx, 

ax 

le facteur dx subsistera et sera multiplié par l'accroissement 
de la fonction , qui , d’après la règle même qui a donné 
du y sera 

d’u du 


dx 1 


dxdj 


en négligeant un infiniment petit par rapport à dx et dy -, 

l'accroissement de y dx sera donc 
dx 

d’u d'u 

dï> dx +dxdj dxd *' 

en négligeant un infiniment petit par rapport à dx 1 et dxdy. 
Or on peut remarquer que l’on arriverait à cette même 
expression en multipliant le terme que l’on a considéré 

dans du, par ^ dx -j- ^^'jetqu’il enseraitde mémes’il 

s’agissait de prendre l’accroissement d’un terme quelconque 

de la forme ~ ^ dx^dy, pourvu que les exposants de du 

fussent remplacés àla fin par des indices de différentiations. 
Il suit de là que la valeur de d m u peut être représentée par 
l’expression symbolique suivante 


, (du , du , \ m 

d " u = {si dx + y) • 


<tr 

en entendant que du m sera changé partout en chu ; ce qui 
donnera 


i " d m u , 
d n 'u = — — dx” 
dx m 


du d m u , 

i — j- dx m ~'dr +. . . . 4- — — dr". 

dx m ~ 1 dy J ‘ dj m J 


46. Tout ce que nous avons dit sur les différentielles et 
les dérivées partielles est indépendant du nombre des varia- 
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Lies qui entrent dans la fonction u. L’expression des diffé- 
rentielles totales s’obtiendra semblablement et sera ren- 
fermée dans l’équation symbolique 



dans laquelle on changera de même du'" en d m u, et l’er- 
reur du second membre sera encore infiniment petite par 
rapport à d m u , ou aux produits de m facteurs tels que 
dx , dy, dz . 


Différentielles totales des divers ordres des fonctions 
de plusieurs variables dépendantes. 


47. Si les variables x et j, qui entrent dans la fonction u, 
étaient elles-mêmes des fonctions des variables indépen- 
dantes, les différentielles totales de u changeraient toutes 
de forme, excepté celle du premier ordre, parce que les 
facteurs dx, dy ne seraient plus constants. 

Ainsi, la différentielle première de u aurait toujours 
pour expression 


j du .du 
du^àx + ^djr. 


Mais en différentiant cette expression, il s’introduirait les 
termes 


du 

dx 


d'x 


du 

+ T/y> 


et l’on formerait d'x, d'y en fonction des variables indé- 
pendantes et de leurs différentielles d’après les formules 
précédentes. On aurait ainsi 


„ d'n , . d'u , . d‘u . du du 

du— — - dx 7 -f- 2 - . --- y dxdy 4- — dr‘‘4- -r-d'xA- — d l r 
dx‘ r dxdr J dy' J ^ dx ‘ dy *' 


dxdy 
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On trouverait de même les différentielles totales des ordres 
suivants, et pour un nombre quelconque de variables, 
supposées dépendantes d’autres quelconques. Si parmi ces 
variables, les unes étaient dépendantes et les autres indé- 
pendantes , il suffirait de supposer nulles les différentielles 
de ces dernières qui passeraient le premier ordre. 

48. Cas particulier où x et y sont des fonctions li- 
néaires. Si x et étaient des fonctions linéaires des varia- 
bles indépendantes, dx et dy seraients constants, quelles 
que fussent les valeurs des variables ; on aurait donc 

d'x = o, d'y— o, d*x = o, . . . . 


et par conséquent on retrouverait la formule symbolique 

, /du . du , \ m 

du =\T X dx +d-y djr )’ 

qui s’étendrait à un nombre quelconque de variables. 


Différentielles des divers ordres des fonctions 
implicites. 

49. Supposons d’abord la fonction implicite u dépen- 
dante des variables x, y, et déterminée par une équation 
unique 

F (x, y, u) = 0; 

nous aurons d'abord 


d F d F . dV 

?±dx + ?-dy+~du=zo, 
dx ^ dy J ^ du ’ 


d’où l’on tirerait du, comme nous l’avons déjà vu. 

Différentiant encore cette équation par rapport à toutes 
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les variables, et observant que n’est pas constant, il vient 


, d'F J d'F , J 

- — dx' + — — dr 1 4- — — du' -f 2 -, — — dxdr 
dx‘ dy' J du' dxdy J 

d'F d ' F dF 

4- 2 4_L_ dx du + 2 -=4- drdu -1- = o 

T dxdu ‘ d/du J ‘ du 


= 0 ; 


d’où l’on tirerait d'u, et ainsi de suite. On agirait de la 
même manière pour un nombre quelconque de variables 
indépendantes. Si u ne dépendait que d’une variable x, 
cette équation se réduirait à 


d*F d‘F d ‘ F d F 

dx‘ + 2 -r-r dxdu + V- du' + ~ dut = O. 
dx 1 - ' dxdu ^ du ’ du 


5o. Si l’on avait deux équations, il y aurait deux varia- 
bles , fonctions de toutes les autres ; et , dans ce cas , on 
différentierait successivement chacune des équations, en 
distinguant bien les variables dépendantes des indépen- 
dantes : on déterminera ainsi les différentielles secondes , 
troisièmes, etc., des deux fonctions-, et l’on agira de la 
même manière dans le cas d’un nombre quelconque d’é- 
quations. 

Soient , par exemple , les deux équations 

F «) = o, 
f{x,jr, u) = o ; 


y et u sont des fonctions de la variable indépendante x. 
On aura d’abord les deux équations 

dF dF , dF 

dx dy ^ du ' 

d r +%•>“= 

d’où l’on tirera dy et du. En différentiant ces deux équa- 
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tions on obtiendra 


if'F , , d < F . 

-= — d. r» -5— dy ' 

dx * djr* 


d * F _ <** F , . *F , . 

- -7— au a -f- 1 — - , dxdy ->r ï 

ou’ Ær/zr dxdu 


d* F 

^^dFdu^ u - 


dF . dF J 

■ s~ d'y H — d'u = O, 

dy du 


£/ 

dx 1 




±/ 

'«tr- 


*(r* 


du * 


<£u* - 


</»/ x 


■ 2 ■ dxdu 
dxdu 


-+• i dydu -+- d -f d'y -t- = O , 

dy du dy du 


d’où l’on tirerait r/’« et d % y, puisque dy et du sont connus. 
On obtiendrait ainsi les différentielles de tous les ordres , 
de y et u. 


Changement de variables. 

5 1 . Cas d’une seule variable indépendante. Nous 
considérerons d’abord les fonctions d’une seule variable 
indépendante ; et l'objet que nous allons nous proposer est 
d’exprimer toutes les dérivées d’une fonction^ par rapport 
à une variable x dont elle dépend, au moyen des dérivées 
successives d’une autre fonction u par rapport à une va- 
riable l , regardée comme indépendante. 

Toutes les quantités dépendent d’une seule variable : 
ainsi l’on a trois équations entre x,y, u, t. ; ou deux seu- 
lement, en laissant de côté celle qui exprimera la relation 
entre x et y. On voit qu’en vertu de ces trois équations , 
on peut considérer u comme une fonction de t, et ce sont 
les dérivées de u par rapport à t que l’on veut faire entrer 
dans des calculs où entreraient les dérivées de y par rap- 
port à x. 

Pour cela nous allons d'abord exprimer les dérivées 
dey par rapport à x, en fonction des dérivées de x et y 
par rapport à la même variable indépendante t dont «lies 
seraient fonctions. Ces formules seront les mêmes, quelle 
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que soit la forme particulière , tant de l’équation entre a: 
et y que de celle qui doit lier x et y avec t. Nous montre- 
rons ensuite comment les dérivées de a: et y par rapport 
à t peuvent s’exprimer au moyen de celles que l’on veut 
introduire , qui sont celles de u par rapport à t. Ce dernier 
calcul dépend des équations qui lient x et y avec t et u et 
peut-être encore avec d’autres variables; et le nombre des 
équations doit toujours être tel, qu’il n’y ait qu’une seule 
variable indépendante, comme nous l’avons supposé. 

5a. Pour exprimer les dérivées de y par rapport à x au 
moyen de celles de x et y par rapport à t, nous obser- 
verons que, d’après le principe des fonctions de fonctions, 
on a 

dr dy dt dt 

dx~~di'dx' ou >P uls <l ue Tx 

ày 

_ j* 

dx dx 

Tt 



Passons maintenant à l’expression de Nous différen- 

tierons pour cela les deux membres de cette équation par 
rapport à x; mais, afin de n’introduire dans le second 
membre que des dérivées par rapport à t , nous le différen- 
tierons d’abord par rapport à t, puis nous multiplierons 

par ou nous diviserons par Nous obtiendrons 

ainsi 


d'y dx d % x dy 

dy d(‘ dt dt 1 ~di 



Digitized by Google 



68 


cours d’analyse. 



De même , pour obtenir 


d 3 y 

dx 3 ' 


nous différentierons le second 


membre par rapport à t , puis nous diviserons par — . Et 

en continuant ainsi , il est clair que l’on aura l’expression 
de toutes les dérivées de y par rapport à x au moyen de 
celles de x et y par rapport à une variable quelconque t, 
dont X et y seraient dépendants. 

On peut, au lieu des dérivées de x et y par rapport à t, 
introduire leurs différentielles; il suffira de supprimer le 
diviseur dt , et il viendra 


d'y d'y dx — d'x dy 

dx ' dx' 

Ces premières formules se rapportent au changement de la 
variable indépendante seulement. 

53. Si l’on suppose que la variable t soit la fonction y 
elle-même, on aura les dérivées de y par rapport à x , 
exprimées au moyen de celles de x par rapport hy, quelle 
que soit d’ailleurs la relation entre x et y. Ces formules 
seront 

d'x 

_ j_ ày _ _ dÿ 

dx~~dx' dx » /dx V>’ 

dy \dy) 

54- Considérons maintenant le cas général où l’on aurait 
entre m variables x ,y, t , les m — 2 équations 

F (*, J" » «1 O = 0, 

/ (x, y, «, 0 = o, 


sans compter l’équation qui donne y en fonction de x. Si 
l’on différentie ces m — 2 équations par rapport à t , on 

pourra exprimer , en fonction de ^ , par la résolu- 

tion d’ équations du premier degré. 
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Diflérentiant de nouveau ces équations, on introduira 

les dérivées secondes par rapport à t, et il y restera des 

dérivées premières que l’on pourra remplacer par leurs 

valeurs tirées des premières équations. On pourra donc 

encore , par la résolution d’équations du premier degré , 

.. . , , rf’ï d’y j d’u du 

tirer les valeurs de — - , — - au moyen de — - et — . 

dC de J de dt 

En continuant ainsi , toutes les dérivées de x et dej^ par 
rapport à t seront exprimées au moyen de celles de u par 
rapport à t; et comme nous avons donné les formules gé- 


», • • dy d’y 

nérales qui expriment ^ ^ , etc. . . . 

. . au moyen de 

dx d ’x 

dj d‘y 


dt ’ de ’ ' 

’ dt’ de ’ ’ 


l’on connaîtra 

djr d’y 

dx’ dx’ ’ 


au moyen de 

du J’ u 



dt ’ de’ . 



ce qui était l’objet de la question. 

55. Si au lieu d’équations finies , on avait des équations 
différentielles, il faudrait toujours chercher à en déduire 
dx d’x dr d'y du (Pu 

dt’ ~dë’” ’’ dt' ~dê ,AX1 moyen de . 

l’on agirait ensuite comme dans le cas précédent. 
Supposons par exemple l’équation 


et 



et proposons-nous d’exprimer 


dj_ dy_ 
dx ’ dx’’ 


5* 
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au moyen de 


La question se réduit ici à exprimer 



dy 

dy 


dt ' 

dt''"" 

au moyen de 

dx 

d'x 


dt' 

dt' 

Or on aura d’abord 




COURS D ANALYSE. 


dx d'x 

ldi' HT' 


, etc. 


di 



Pour avoir -jZ on différentiera l'équation donnée, et il 
viendra 


d’où 


dx d'x djr dy 

Ht HF Ht HF 


dx d'x 

d y Ht HF 

dt' — —djr 
dt 


dx d'x 
dt dt' 



Une nouvelle différentiation ferait connaître , et ainsi 

dt 3 

de suite. 

Ce cas est celui où l’on déterminera une courbe par uue 
équation entre l’arc et l’abscisse. 

56. Cas de plusieurs variables indépendantes . Consi- 
dérons maintenant une fonction z de deux variables indé- 
pendantes x,y. Sa forme n’est pas connue , et l’on ne doit 
pas avoir besoin d’en faire usage ; mais on doit toujours 
raisonner dans l’hypothèse qu’elle existe. 

La question que nous nous proposons est de déterminer 
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les dérivées partielles de tous les ordres , de z par rapport 
à x et y, au moyen de celles d’une autre fonction r par 
rapport à deux autres variables indépendantes çp et 0 , en 
supposant qu’il existe trois équations entre x , y, z, r, <f,6, 
savoir, 

,, 1 F(*. .r,*, Ml 0 = 0 , F. (x, J,i, d, <P, r) = o, 

'' ( F» (*> y,z,û,p,r)—o, 


de sorte que quatre quelconques de ces six variables peuvent 
être regardées comme fonctions des deux autres qui seront 
entièrement arbitraires. 

Cela posé, difi’érentions successivement r par rapport à 
chacune des variables x et y , la seconde étant supposée 
constante -, et considérons r comme dépendant de 0 et <p , 
qui eux-mêmes dépendent de x et y. Nous aurons ainsi 

dr dr dû dr dp dr dr dO dr dp 

dx dû dx dp dx' dy dû dy dp dy 


Il faut maintenant éliminer de ces équations les dérivées 
dû dp dr dû dp dr 

dx * di' Tx' Ty' dy' et pour cela nous different, e- 
rons d’abord les équations (r) par rapport à x\ d’où 


dF 

dû 

1 

dF dp 

dF 

dr 


dF 

J 

dF 

dz 


dû 

dx 

-h 

dp dx 

+ ~dr 

dx 

dx 

T 

dz 

dx 


dF, 

dû 


dF, dp 

. dF, 

dr 

+ 

dF, 

+ 

dF, 

dz 


dû 

dx 

+ 

dp dx 


dx 

dx 

dz 

dx 


dF. 

dû 

-h 

dF, dp 

dF, 

, dr 

1 

dF a 

1 

dF* 

dz 


dû 

dx 

dp dx 

dr 

dx 

+ 

dx 

"1 

dz 

dx ~ 

0 ; 

„ , . dû 

d ou nous tirerons — 
dx 

dp 

' Tx' 

en fonction de 
dx 

dz 

dx 

et 


reportant dans la première équation ^(2) , uous en tirerons 

immédiatement en fonction de -- , -p. 

dx dû dp 
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Diff'érentiant de même les équations ( i ) par rapport à y, 
et faisant usage de la seconde équation (a), on obtiendra 

au moyen de — ce qui était l’objet que l’on s’é- 
tait proposé . 


On conclurait facilement de là ^ au moyen de 
dz dz , . 

i par la resolution de deux équations du premier 

degré ; mais on pourrait d’ailleurs les obtenir directement 
en suivant une marche inverse. 

On passera aux dérivées partielles du second ordre en 

différentiant par rapport à x et y : on sera ramené 

à différentier — , ^ par rapport à x et y, et on les trai- 


tera comme on a traité r, ce qui introduira les dérivées 
du second ordre de r par rapport à 6 et 

rv , , . d9 dtp dO dtp 

Un aura en outre a diflerentier - 7 - , 7 -, — , ——.ce 

dx dx djr dj' 

qui introduira les dérivées partielles du second ordre de z 
par rapport à x et y, dont on aura ainsi les valeurs. 

Il est facile de voir que cette méthode s’applique à un 
nombre quelconque de variables indépendantes, et s’étend 
aux dérivées de tous les ordres. 

57 . Nous examinerons en particulier le cas d’une fonc- 
tion u de trois variables indépendantes x,y,z, qui doivent 
être remplacées par trois autres variables indépendantes 
r, <p, 6, liées à x,y, z par trois équations connues ; dans 
ce cas il s’agira d’exprimer toujours les dérivées partielles 
de u par rapport à X,y, z, au moyen de ses dérivées par- 
tielles par rapport à r, <f, 6. Ce problème renferme celui 
de la transformation ,des coordonnées dans des équations 
aux différentielles partielles où la variable principale est 
une fonction de trois coordonnées. 
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Considérons u comme fonction de 0, y , r, et ces der- 
nières comme fonctions de x , y, z \ et différentions u par- 
tiellement par rapport b x ,y, z, nous aurons 

du dO du dç du dr 

dO dx dp dx dr dx ' 

du dO du dtp du dr 

dO djr dp djr dr djr' 

du dO du dp du dr 

dO dz dp dz dr dz 

Or, au moyen des trois équations entre x, y, z , 0, <p, r, 
on peut déterminer les dérivées partielles 

dO dO dO dp dp dp dr dr dr 
dx’ djr ' dz' dx' djr' dz ’ dx' djr' dz' 

et par conséquent les équations (4) donnent les valeurs des 
dérivées partielles de la fonction u par rapport à x, y, z , 
au moyen de celles de la même fonction par rapporta©, <f, r. 

La résolution de ces trois équations ferait connaître 
du du du . du du du 

To' dp' Tr au m °y en de di' T/ Tz' “ a,s 0,1 P our ' 
rait les trouver directement par une marche inverse de la 
précédente. 

Eu différentiant les équations (4) successivement par 
rapport à x, y, z , on exprimerait les dérivées du second 
ordre par rapport aux variables indépendantes d’un des 
systèmes, au moyen des dérivées du second ordre par 
rapport aux variables de l’autre j et l’on continuerait ainsi 
indéfiniment. 

Ainsi, par exemple, en différentiant par rapport 

à x , on serait ramené à former les dérivées partielles de 
du du du , , ,, . 

dô' dp' ~lr P ar ra PP or * a x ’ et c est cu t J ue * on * era1 ^ 
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. du du du . , , . , 

en traitant -jr, ~r, ~r, comme on avait d abord traite «, 
au dp dr 

ce qui introduirait les dérivées du second ordre de u par 
rapport à 0 , <p, r, tout le reste étant connu. 

58. Appliquons ce procédé à une transformation qui 
se présente souvent dans les questions de mécanique et 
de physique mathématique. 

Soient x , y, z les coordonnées rectangles d’un point, et 
r, 0, ip ses coordonnées polaires, de sorte qu’on ait entre 
ces six variables les trois équations 

z—r cosfi, y — r sin« sin4<, x — sinô cos4-, 

on trouvera au moyen de la méthode que nous venons 
d'exposer 


du du . , du COB G COS 4 

-J- — ~r sm 0 cos 4 -4- -j- 

dx dr dQ r 

du du . A , , du cos G sin 4 

dr dQ r 

du du . du sio G 

-r- — *r cosô — -sr. , 

dz dr dû r 


du sin 4 
<*4 r sio G 1 
du cos 4 
<*4 r sin 6’ 


d*u d*u .... , d*u cos *0 sin 4 cos 4 

— — - = — sin *0 sin4 cos4 -+- — 

dxdj dr * dQ* r* 


d*u sfn 4 cos 4 


d*u sin G cos G sin 4 cos 4 

a-r— r Z -f 


d*u 


dQdr r 

d*u (cos *4 — sin *4) cos 
d-\,dQ r* sinG 

du cos G sin 4 cos 4 
dQ r * 


d 4* r» sin *6 

C08 *4 — 8*0 *4> 

d^d?' 

du sin 1 G 6in 4 cos 4 
dr r 


;(* 


l ) 


( . „ 1 \ du /*in *4 — cos’J-N 

3 S,n9 ^s'ÜTi) dj, ( 
d'u sin 8 cos 8 cos 4 


d*u d*u . 

~ — r- = sm G cos G cos 4 — — 

dx dz dr* T dQ* r* 

d*u (cos »$ — sin *0) cos 4 d*u sin4cos0 

dQdr r d-\> dr r sin G 

du (sin *8 — cos *G) cos 4 du sin G cos G cos 4 

dQ r 9 dr r f 

d*u d*u , n „ . , d 1 u sin G cos G sin 4 

— — = — — sin G cos G sin 4 — 1 

djdz dr 9 T db 9 r* 

d*u (co»*8 — sin ’G) sin 4 d'u cos 4 cos 8 
^ dQdr r d-\,dr rsinG 

du (sin 9 G — cos *G) sin 4 du sinGcosGsin 4 

^ dQ r* dr r ’ 


d*u sin4 


dQ 


d*u cos 4 
dQd-\, r* 


V 


Digitized by Google 



PREMIÈRE ANNÉE. 


7 5 


d*u d' u , d'u cos* 8 cos» J. d’u sin "4 

5 r> dr' 810 ù C0S ^ dfl* r*~ " l ” dj,' s i n ’8 


d'u sin 0 oos 0 cos » 4 
‘rffldT r 


d'u sin 4 cos 4 

<4 dr r 


d'u sin 4 cos 4 du 009»!! c os* 4 ■+- sin » 4 
2 dB d 4 r» tangO dr r 

du /sin »4 — asin» 0 cos» 4 \ du sin 4 co 64 

^ dfl C0S ® V r* sinfl ) + 2 d~f. r» sin» 0 ’ 


d'u d'u d'u cos"0sin»4 d'u cos *4 

^ = — s.n »6 9,0.4 + ^ ^ + 


dr' ““ ” T ‘ Jg 
d'u sin 0 cos 6 sin» 4 


rf4* r» sin >fl 


d'u sin 4 cos 4 


2 dbdr r ^ 2 dj, dr 

d'u sin 4 cos 4 du /cos’fl sin’ 4 -+■ cos *4 
- 3 ™ : T--+-y( 


du 

^-cos 


dB d4 r ' tang 0 

/ cos’4 — a sin *9 sin »4 
\ r» sin fl 


) 


) du sin 4 cos 4 
2 d 4 r» sin»û ’ 


d'u d'u d'u sin» 8 d'u sinflcosfl du sin» fl 

j — = -r— cos»fl + — . a -7—3 1-3 

dt' dr' db ' r ' dO dr r dr r 

du sin 6 cos 6 

+a dë 7 ' ' 


Applications analytiques du calcul différentiel. 

59. Détermination des valeurs particulières des fonc- 
tions qui se présentent sous les formes \ , §?-, 00 X o , 
i œ , oo°, o°. Lorsqu’une fonction est le quotient de deux 
autres fonctions de x, et qu’une valeur particulière de x rend 
ces deux dernières nulles ou infinies, la valeur delà première 
se présente sous la forme | ou -g}, et dans ce cas on a à se 
proposer de déterminer la valeur vers laquelle converge la 
fraction donnée, lorsque x tend vers cette valeur particu- 
lière ; c’est cette valeur limite que l’on désigne souvent sous 
le nom de vraie valeur de la fraction qui se présente sous 
la forme indéterminée * ou g- . 
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Cherchons d’abord la limite de lorsque x tend 

vers une valeur x 0 telle que l’on ait F(x 0 ) = o, f(x 0 )= o. 
Soit h une quantité tendant vers zéro, on aura, d’après le 

n ° ( 37 )* 

F(a?o 4 - h) __ F'(*„-| -Qh) 

/(x. 4 - h) f'( Xo + Qh)’ 

donc 

.. F (x) F' (x) 

lui». — uni. -r~- 

/(•*) J (*) 

lorsque x tend vers x a ; et par conséquent si F ' (x„) et 
f'(x 0 ) ne sont ni nuis ni infinis, la limite cherchée sera 

F '(*o) 

/>,)' 

Si l’onavait encore F'(x 0 )==o,/ , (.r 1> )==o, la limite de 

2vT"t serait la même que celle de ' , et ainsi de suite. 
f{x) ^ f (x)’ 

Si donc toutes les dérivées , jusqu’à l’ordre n exclusive- 
ment, deviennent nulles pour x — x 0 , la limite cherchée 

F" (37) 

sera celle de y, ^ ; et si F*(x„) et f n {pc „) ne sont ni nulles 
ni infinies , on aura pour la limite cherchée 


F"(x.) 

/■(*, .) ’ 


si l’une de ces dernières dérivées est encore nulle, la 
limite sera o si c’est F* (x Q ) qui est nulle , et la fonction 
croîtra sans limite si c’est f n (x„). 

60. Supposons maintenant F(x„) = 00, f(x„ ) = 00 , 


= o; on aura identiquement 


' f{x Q -h O h) 

F(x 0 -f h) __ J\x„ + h) _ /(x 0 -t- Ohy 
/(*. + *) 1 F(x 0 -f- Oh) 

F(x n + h) F(x o + 0h)' 
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F(x 0 + 6h) 

F'(x a + SA) F(jf 0 + 6h ) f{x a +Oh) 

f'(T 0 + 6 h) f(x a + 6 h)’ F(*„ + h) ' 

/(* o + h ) 

• F («2?) , • 

Or si ~~ — - a une limite finie , le second facteur du second 

/(*) 

membre a pour limite i , et l’on trouve 


F (a:) F (x) 

lim. -TT-r— lira, jr— . 
/(•*) / (*) 


r ( oc j 

Si au contraire l’expression tend vers o ou oo, elle finira 

en général par varier constamment dans le même sens , à 
mesure que x tendra vers x„ -, et le second facteur sera , 
dans le premier cas plus petit, et dans le second plus grand 

que l’unité. Donc ~Frr\ devient nul ou infini en même 
^ /(*) 

temps que ; e t P ar conséquent dans tous les cas la 

f M * 

recherche de la vraie valeur de >, ■ \ se ramène à celle de 

/(*) 


Si donc F 1 (x,) et ne sont ni nuis ni infinis, la 

limite cherchée sera 

F' (x„) 

f t*o)‘ 

Si les dérivées de F {x),f (x) devenaient infinies jusqu’à 
un certain ordre , on agirait comme dans le cas précédent. 
Mais si elles deviennent toutes infinies , cette méthode ne 
sera plus applicable ; et ce qu’il y a souvent de mieux à 
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faire dans ce cas , c’est de remplacer x par x.-\-h et d’effec- 
tuer les réductions. 

Ainsi soit , par exemple , la fraction 



ses deux termes deviennent nuis pour x—x 0 , et toutes les 
dérivées deviennent infinies. Mais si l’on pose x=x„-\-ft , 
elle devient. 


Vh 

i 

\/ h ( 2 X„ h) 


ou 


h* 

T ^ ’ 

h> (nx 0 + h) * 


supprimant le facteur commun h' , il reste ï dont 

(2*0 + h)‘ 

la limite est zéro quand h tend vers zéro. 

61. La valeur x„ étant arbitraire, peut être supposée 
aussi grande que l’on voudra , et par conséquent les règles 
précédentes s’appliquent au cas où l'on a x 0 — os. Mais la 
démonstration directe ne pourrait plus se faire de la même 
manière dans ce cas , et il est bon de l’examiner à part. 

Si l’on pose x — — , on aura 



y tendant vers zéro , il n’y aura aucuné difficulté , et l’on 
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» 


aura , par la démonstration précédente , 



” 0 ? 


'G)ÿ 



On aura donc aussi 


lim 


F W 

' fi x ) 


= lim. 


F '(a:) 
/'(*)’ 


x croissant indéfiniment. 

62. Considérons maintenant le produit 

F (*) /(*)» 

et supposons 

F(x 0 ) =«5, f(x 0 ) — o; 
nous aurons identiquement 

F(*) 

FW 

ce qui ramène au premier cas ; et l’on trouve alors 


lim. F (*) /(a:) = — 


F'W 


Si la seconde expression rentre dans un des cas examinés, 
on la traitera par les procédés déjà indiqués. 

63. On peut encore donner une autre règle pour trouver 
la limite de la fraction 


F(x) 

ar ’ 
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dans laquelle ou suppose x infini. 

En effet , h étant une quantité finie quelconque , on a , 
quel que soit x , 


F(x+/.) — F(x) 


= F'(x + 9 A); 


faisant croître x indéfiniment, le second membre tend 
vers F' ( oo ) , qui est la limite de la fraction , d’après 
une des règles précédentes. Donc 

x h 


et si, pour plus de simplicité, on fait A=i, 

lim. — — o= lim. [F (x -f- i) — F(x)l. 

X 

Ce théorème a été démontré d’une autre manière par 
M. Cauchy, dans son Cours d’analyse algébrique. 

64. Considérons maintenant une expression de la forme 

F (x) /(*) ; 

son logarithme est 

/(x) logF(x), 


et rentre dans une expression que nous avons examinée. 
Si donc on peut déterminer par les règles précédentes 
la vraie valeur de ce logarithme , dans le cas singulier où 
les fonctions logF(x)et f(x) seraient l’une infinie et 
l’autre nulle , on en conclura immédiatement celle de l’ex- 
pression proposée. 
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F(x)' 

dans le cas de x = oo , et supposant F( ce ) =3 00. Le loga- 
rithme de cette expression est 

log F (x) 


F'(x) 

et sa limite est celle de =-7-; ; , que l’on peut traiter par les 
r (x, 

règles précédentes. 

Mais si l’on applique à — — - la règle particulière du 
n“ ( 63 ), on trouvera que sa limite est la même que celle de 


log F {x 1) — log F ( x ) , ou de log 


F(x 4 - O 
F(x) • 


Donc la limite de F (,r)i est la même que celle de 
F (jjc | - x j 

— — quand x devient infini. Cette règle avait encore 

été démontrée par M. Cauchy. 

65 . L’application de ces diverses règles conduit à quel- 
ques résultats particuliers qui méritent d’être remarqués : 


— = co pour x = co si l’on a à^> 1 , 
log x 

—H— = o pour x = co, 
x 

x log x — o pour x ~ o , 

t 

xe x — 00 pour x = o, 


x x — 1 pour 
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( \x n ‘ Rr ra_l -f- U )■* = i pour x — oo,- 

x 1 — i pour x — o , 

i 

(cos mx)* — i pour x — o, 

( i -+■ x)* = e pour x = o . 


Série de Taylor pour les Jonctions d'une seule 
variable. 


66. La sérié que nous allons faire connaître a pour objet 
de développer une fonction quelconque de la somme 
x-\-h suivant les puissances entières et positives de l’une 
des parties, par exemple de h-, elle a été découverte par 
Taylor, et a conservé le nom de son inventeur. Maclaurin 
en a déduit une autre qui donne le développement d’une 
fonction suivant les puissances de la variable , et qui a été 
employée avant lui par Stirling. Il suffit, en effet, de faire 
x = o dans la première pour obtenir le développement 
d’une fonction de la variable h suivant les puissances de h. 
Cette série de Maclaurin n’est donc qu’un cas particulier 
de celle de Taylor, et c’est pour cela qu’on la désigne ordi- 
nairement sous le même nom. 

Soit F(x-|-/i) la fonction qu’il s’agit de développer 
suivant les puissances entières et positives de h. On aura 
d’abord, en supposant que la dérivée F' (or) soit continue 
entre x et x — , 


F (* -4- h) — F (x) 
h 


F\x+ùh), 


Q étant compris entre o et i . 

Le second membre se réduisant à F' (x) quand h — o , 


Digitized by Google 



PREMIÈRE ANNÉE. 83 

le premier membre diminué de F' (x) deviendra nul pour 
h — o -, ainsi la fonction de h 

F (x 4- h.) — F (x) — h F' (x) 
h 

devient nulle pour h = o. Donc , d’après la remarque du 
n° (34), la fraction 

F(r + /.)-F (x) — h F' (x) 
h 

sera égale à la seconde dérivée de son numérateur, prise 
pour une valeur de h comprise entre o et h, et divisée 
par i. 2 , ce qui donne 

F(r+i)-F(r)-AF' (x) _ F' (x + « h) 
h » ~ 1.2 

en supposant F" (x) continue entre x et x + /»• 

% F* (sc) 

Le second membre se réduisant à — pour h = o , si 

l’on retranche cette quantité du premier, il se réduira à 
o pour h = o. Ainsi la fonction de h 

F (x -p A) — F (x) — h F ' (x) — F" (x) 

I • 2 

: 


devient nulle pour h — o; donc, d’après la formule déjà 
rappelée du n° (34), on aura 

F(x + h) F(x) - h F' (x) - F (x)^ p . (xH _ 

1 ?~ 1 . 2.3 

6 .. 


- 

* 

' 

. 

I 
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Oa peut poursuivre ainsi , tant que les dérivées restent con- 
tinues entre x et x -}- h ; et il est facile de voir que si pour 
une certaine valeur de m on a 

F(x + A)— F(x) — AF'(x).— ^ w _ 0 F-(x) Fm(x+0h) 

h "* I .a...m ’ 


la même formule subsistera quand on changera m en 
m-J- x, pourvu que (x) soit continu entre x etar-f-A. 

Cette formule est donc générale, puisqu’elle a lieu pour 
m = 2 , et par conséquent on aura , quel que soit le 
nombre entier positif n , 

F( X -*-h) — F(x) - h F' (x) - ~ F» F«-*(x) 

h " -F "(x + flA), 


1 . 21 . . .n 


et par suite 


I F (r + h) = F(x) -f- h F' (x) + — F" (x) -f . . . 

<*>{ fc— V 

+ ~ 7Z—^ Fn ~' (*) + — -F*(a:+0A). 


i . 2 . . (n — i) 


1.2. . .71 


Cette formule donne la solution delà question , et montre 
dans quel cas elle est possible. En effet, si l’expression 


i .2 . . . n 


F a (x -+• 6h) 


tend vers zéro à mesure que n augmente , F(x -f- h) est la 
limite de la série 


F ( x ) + h F'(x) -f . . . + 


h n ~i 


F* '(*)_(- etc. , 


i.2. ..(n — i) 

et l’on peut poser la formule suivante , qui est celle de 
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(*) 


F( I + i) = F(i) + *F'(x)+— F*(i) + ... 

1 . 2 

h * 

H F* ( x ) 4» etc. 

i.i... n 


Mais il faut bien faire attention que d’après la formule 
sur laquelleest fondée cette série, elle ne peut être substituée 
à F (x + /t) que lorsque F (x) et toutes ses dérivées sont 

h n 

continues entre x et x + h, et que - F-(x+0/t) 

tend vers zéro quand n croît indéfiniment. 

La fonction F (x -f- A) ne peut être développée suivant 
les puissances de h autrement que par la formule (2) ; car 
deux séries convergentes dont les sommes sont égales , 
quelle que soit la valeur de la lettre par rapport à la- 
quelle elles sont ordonnées, sont les mêmes, terme pour 
terme. 

67 . Il est facile de reconnaître que le terme 

— —F "(*•+ ûA), 

1 . 2 . . . n 

qui donne la valeur exacte du reste de la série , après les 
n premiers termes, tend vers zéro toutes les fois que 
F" (x) reste fini , lorsque n augmente indéfiniment : et 

h n 

pour cela il suffit de faire voir que — , tend vers 

zéro quel que soit h. Or quand n aura dépassé la valeur 

h n 

de h , et qu’on lui ajoutera une unité l’expression — -- 

sera multipliée par — — , fraction qui diminue de plus en 
plus. Mais quand même elle resterait constante , en la mul- 
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tipliant par elle-même indéfiniment, on sait que le produit 

h n 

aurait pour limite zéro. Donc il en est de même de 

1 1 . 2 . ..n 

quand n croîtra indéfiniment; et la série de Taylor peut 

être employée lorsque F(x) et toutes ses dérivées sont 

continues et finies entre x et x-f- h. 

68. La formule (i) a l’avantage de donner des limites 

de l’erreur commise en s’arrêtant à un terme quelconque 

de la série de Taylor. En effet, si l’on prend les n premiers 

termes, la quantité exacte qu’il faudrait y ajouter pour ob- 

h n 

tenir F (x + h) est y-y F" (x + 0 h). Si donc on dé- 

signe par A et B la plus petite et la plus grande valeur 

que prend F" (x) quand x passe par toutes les valeurs de 
.ràx-f/i, l’erreur commise en prenant les n premiers 

A h n 

termes de la série sera plus grande que — , et plus 

B h- 

petite que y-y 

6g. La formule 

F(* + h) = F(x) + h¥'(x) + — F'(xj +... 

. 1.2 * ' ' 

h- „ 

-) F"(x + 6 h) 

i . 2 . . ,n 


n’exige aticune. condition relative aux dérivées d un ordre 
supérieur au Ces dernières pourraient être discon- 

tinues dans l’intervalle de x à x -J- h , sans que la formule 
cessât d’être exacte. Ainsi ce développement peut être 
exact quand on l’arrête à un certain terme , et devenir 
inexact si on voulait le pousser au-delà. 

Supposons par exemple que l’on ait 

m+ P - 

F(z) =/(x)4- (x — .r 0 ) ’p(x), 
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m étant un nombre entier positif, et ^ compris entre o et 1 . 

Si l’on considère pour x la valeur particulière x„ , les dé- 
rivées seront finies jusqu’à F m (x 0 ) inclusivement, en sup- 
posant que celles de f(x) etçp(x) le soient ', mais au-delà 
elles deviendront infinies. Le développement ne devra donc 

h m ~~ 1 

être poussé que jusqu’au terme — m t F™ ‘(x 0 ) 

tout au plus -, et il pourra être complété au moyen d’un 
terme renfermant la dérivée suivante. 

70. Si, dans la formule (1), on fait x = o, et qu’on 
remplace ensuite la lettre h par la lettre x , on obtient 


( 3 ) 


F(x) = F(o)+iF'(o) + ~ F" (o) . 


i.3...(n — 1) 


F— (o) + 


i.a...ra 


F» ( 6x ). 


On peut ainsi développer une fonction de X suivant les 
puissances de x , pourvu que cette fonction et ses dérivées 
jusqu’à l’ordre n soient continues entre o et X. Si, à mesure 

h" 

que n augmente indéfiniment , l’expression — - F n ( 6 x') 

tend vers zéro , la fonction F (.r) pourra être exprimée par 
la formule 

(4) F (x) — F (o) +x F' (o) + ~ F' (o) -h etc. ; 


c’est-à-dire que la limite de la somme des termes du se- 
cond membre est F ( x ). Cette dernière formule est celle de 
Maclaurin. 

Si on l’avait obtenue avant oelle de Taylor, on en dédui- 
rait celle-ci en considérant F(.r-f-/t)coinme une fonction 
de h et la développant par la formule de Maclaurin. 
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7 1 . On peut encore développer F (x) d’après la formule 
de Taylor, en remplaçant x par x„-f-(x — x„); on trouve 
ainsi 

F (*) = F (x„) + (x — x 0 ) F'(x„) + F"(x„)+etc., 

et 1 on peut toujours choisir x 0 de telle sorte que F (x u ), 
F' (x a ) , etc. , ne soient pas infinies. Mais cela ne suffira pas, 
et il faudra toujours s’assurer que le reste de la série, dont 
nous connaissons l’expression , a pour limite o. 

72. Enfin la série de Taylor a conduit Bernoulli à une 
autre forme de développement peu employée. Si l’on y 
suppose h== — x, elle devient 

F to) =F (x) — x F'(x) + ^- F" (x) — 3 F"(x)-fetc., 

I . 2 1.2.0 

d’où 

( 5 ) F(x)=F (o)-J-xF'(x) — — F" (x) -j — ——z F* (x) — etc. 

1.2 1.2.0 

Les coefficients des différentes puissances de x sont eux- 
mêmes des fonctions de X; de sorte que l’on ne trouve pas 
dans ce développement le principal avantage que l’on cher- 
che, qui est de remplacer la fonction par un polynôme en- 
tier et rationnel. On s’assurerait de son exactitude , comme 
dans les formules précédentes. 

73. Il faut bien se garder de croire que les séries de 
Taylor ou de Maclaurin puissent être employées toutes les 
fois qu’elles sont convergentes-, car elles pourraient con- 
verger vers d’autres limites que les fonctions quelles de- 
vraient représenter. 

1 

Ainsi, parexemple, lafonctione x ' devient nulle ainsi 
que toutes scs dérivées , pour x=o , et cependant elle n’est 
pas identiquement nulle. Il suit de là que si F(x) est une 
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I 

fonction développable par la série de Maclaurin, F(x)-f-e x ’, 
développée par la même formule , donnera lieu à une série 
convergente , mais qui représentera F (x) , et sera par con- 
séquent inexacte. 

L’exactitude du développement ne peut jamais être éta- 
blie que parla considération de l’expression qui en complète 
la valeur après un nombre quelconque de termes. 

^4- Autre forme pour le reste. Il est quelquefois utile 
de donner au reste de la série de Taylor une autre forme 
que nous allons faire connaître. 

Considérons d’abord le développement de F(x); nous 
pouvons poser, en remplaçant x par z -f- (x — z) , 


F (*)=F(z) + (*-*) + F" (*)+- 

(x — z) *-» F - 1 (z ) + ( _ g _ — * )* F" [z+ô (*-*)]. 

Si l’on représente le dernier terme par f{z), et qu’on diffé- 
rente les deux membres de l’équation par rapport à z, on 
obtient , toute réduction faite , 


° g-'., r-W+Z-W- 

1 '* ut * ' 

Cette équation détermine la dérivée f (z) de la fonction 

■ 

/(*). «U r^~ **[* + •(*-*)]. 


et donne 


1 . 2 . . . n 


> V* ' 
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Or on peut exprimer /(z) au moyen de f (z) par la 
formule 

/( z ) ==/(•*) + (* — *) /' [x -f 0, (* — x)], 

et l’on peut observer que f(x)~o , puisqu’ en faisant z=x 
dans la fonction représentée par /'(z) , on trouve identique- 
ment zéro. La dernière équation donne donc 

et l’on a ainsi une nouvelle expression du reste de la série 
qui donne le développement de F ( x ). 

Si l’on suppose z = o, on a le développement de Ma- 
claurin , sous la forme suivante, en faisant i — 0, =0 : 


( 6 ) 


F(z)-F(o)-f-xF'(o) +— F" (o)+., 


+ 


I .2. . .(«— l) 


_ z* ( i — fly*-' 


9 étant compris entre o et i . 

Dans le développementsemblable donné précédemment, 
le reste est exprimé par 


x " 


1.2 n 


F" ( Q.v), 


0 désignant une fraction différente. La nouvelle forme 
donnée à ce reste est quelquefois plus propre à manifester 
la convergence de la série vers F (x). 

Si dans la formule (6) on suppose F (x) —f ( h -J- x) , 
on aura 


/(&+x)=/(*)+x/'(fc) + -—/*(&) 

x"-* „ x"(i — 01" — • 

+ . . -» /—(*) -4- . 1 + •*): 


i.2. .(n — i) 


• 2. .(n— 0 
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ou, en changeant les lettres h et x l’une dans 1 autre , 
/(x •+■ h) =/(x) +-/( I )+^/'( I )+ 


4 


Z*- 1 (*) 4 h ■ ^ — : /* (* 4 S h) , 

1.2. .{n — i) J J.2. .(n — i) 


c’est la série de Taylor, le reste étant présenté sous une 
nouvelle forme. 

y 5 . Appliquons les formules précédentes à quelques 
exemples. 

Soit F (x)==a x , on aura 


F ’ (x) = a* 1 a F" (x) = a* l"a, 

F (o) = i , F ' (o) =1 a..., F* (o) = l*a - , 


et par suite 

. . x’l'« . , x"\ n a o i 

a 1 — i4x 1H -4---H h — — „ • 

' 1.2 1.2. ..71 — I 1.2... 71 


OC ^ 'l ^ 

Le reste a ! tendant vers zéro, à mesure que n 

i .2. . . n 

augmente, la série indéfinie a pour somme a x . 

76. Soit 

F (x) = l ( 1 4 x) , F' (*) = (i +x)~ l , 

F*(x) = -— ( 1 4 x )~‘, F*(x) = ±:i.2...(n— i) (i 4 x)“*, 

d’où résulte 

F(o)=o, F'(o)=i, F"(o) = — 1,... F*(o) = ± 1. 2.. .(ra—i>; 
et par conséquent 

nr' Â 3* ^ 7* 4 x n 

1(,4i) = x--4 t -7+....±- («4ûx)-", 
204 n 
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La série serait composée de termes indéfiniment croissants 
si l’on supposait X> i, parce que la limite du rapport 
d’un terme au précédent est x, lorsque leurs exposants 
augmentent indéfiniment (voir à la fin, la Note sur les 
séries). Il suffit donc de s’assurer si le reste tend vers zéro 
quand on a x < i j et pour cela il faut distinguer deux 

cas. Si x est positif, on a - ■ _|_ q ^ < i , si x < i , et par 

conséquent le reste tend vers zéro , et la série converge 
vers l(i + x). 

Si x est négatif et qu’on le représente par — z , le reste 
z" 

Q z y ne se présente pas sous une forme propre à 

faire reconnaître s’il tend vers zéro -, parce que l’on n’aper- 
çoit pas lequel est le plus grand des deux termes de la frac- 


tion — . Mais si l’on prend la seconde forme que nous 

avons indiquée pour le reste, on trouvera pour le cas 


actuel 


x"(i _ O)--* 
(T + ex)* 


, ou , abstraction faite du signe , 



Or la fraction 


s — 6 z 

1 — 6 z 


est moindre que l’unité si z < i 


donc le reste tend vers zéro et la série représente 1 (î -j-x). 
Cette série peut donc être employée pour toutes les va- 
leurs de x comprises entre i et — i . 

77. On peut obtenir des séries plus convergentes que 
la précédente et plus applicables au calcul des logarithmes. 
Si dans la formule 


x 3 x ' 

1(1 + x) = X — — ri- y etc . , 
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on change x en — x , on obtient 

, , x 1 x 1 

l(i — x) = — x — etc. , 

2 O 


93 


et en retranchant la seconde de la première , 

1 1 + x / , x 3 x* \ 

=H‘ + t + 5 +-•)• ■ 

Posant 

rz^ =, +-» d ou x = — , 

1 x J 2 J r -i- « 

il vient 


Cette série très convergente donne la différence des loga- 
rithmes de deux nombres entiers consécutifs , et fait con- 
naître par conséquent les logarithmes de tous les nombres 
entiers depuis l’unité. 

Connaissant les logarithmes dans la base e, on les obtien- 
drait dans toute autre base en les divisant par le loga- 
rithme de la nouvelle base pris dans la base e. 

Nous ferons connaître plus tard des procédés plus 
commodes pour la construction des tables de logarithmes. 
78. Soit maintenant 
yi- W-. -V . . t 4 Vi. i'ï .'•••• ' 

F(i)=(i-fr)*, 

on aura 

F'(x) = m(i + x)— F»(x) = m(m — 1)... (m - a + 1) ; 

et par suite 


(‘ + ^)" = i + mr-f — — .... 

1.2 

m (m — 1). . .(m — n -l~ 1) 

^ r v; . . n +0x) m ~", 
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Pour que la série indéfinie représente (i + x) m , il est d’a- 
bord nécessaire qu’elle soit convergente. Or le rapport du 

, , , , m — p + 1 , 

terme de rang p au précédent est — x , et tend 

vers — x à mesure que p augmente ; donc la série n’est pas 
convergente si x est en dehors des limites -f- i et — i . Il 
suffit donc de reconnaître si le reste tend vers zéro pour 
toutes les valeurs de x comprises entre ces limites. 

Ce reste peut se décomposer dans les deux facteurs 

m (m — i)....(m — n- f- 1 ) , , „ s 

- ' x a et (i -f- Sx) m ". 

i . 2 . ... n 

Le premier tend vers zéro , parce que si n augmente 
d’une unité, il se trouve multiplié par — — " x qui s’ap- 
proche de plus en plus de — xdont la valeur absolue est 

moindre que l’unité ; et quant au second facteur ; — - , 

* * ( I -f- 6x)® 

si l’on suppose d’abord x positif, il tend aussi vers zéro, à 
moins que 0 ne s’approche indéfiniment de zéro ; mais 
dans tous les cas ce facteur reste plus petit que l’unité, et 
par conséquent le reste de la série tend vers zéro. Donc 
elle représente ( i -f- x) ,n pour toutes les valeurs de x com- 
prises entre o et -f- i • 

Mais si x est négatif, rien ne prouve que le second fac- 
teur ne croîtra pas indéfiniment avec n ; et cela arrivera 
même certainement, à moins que 6 ne tende vers zéro -, car 
l’expression (i -f- 0x) n tendrait vers zéro si la fraction 
i -f- Qx ne s’approchait pas indéfiniment de l’unité. Il faut 
alors avoir recours à la seconde forme du reste, qui est 

m (m — i ) . . . (m — n -+■ i)æ“(i — 6)" — • 


Le facteur 


i .a. . . (n — i) 

m{m — i ) . . . (m — n-f-Dx" 

i.a . . .n ■ — i 


(i 9x)™-". 


tend encore vers 
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zéro-, l’autre facteur devient, eu remplaçant x par z, 


GEÿ" 


Or 


on a 


< i puisque z< i. Doncf- ÎY 

\ f ûz / 


. G z 


tendra vers zéro , à moins que 9 ne tende aussi vers zéro ; 
et dans ce cas même cette expression est toujours moindre 
qne l’unité, ainsi que (i — 9 z) m -\ Donc le reste de la 
série tend vers zéro , et par conséquent celle-ci peut être 
employée pour toutes les valeurs de x comprises entre -f- 1 
et — i. 

79. En prenant successivement F(x) = sinx , 
F ( x ) = cosx , on est conduit aux séries suivantes , qui 
sont exactes, quel que soit x , 


SI II X — x - 


cosrr 


________ I **■ 

1.2.3 I.2.3-4.5 - 7727374^6^ + clc » 

X 3 -_X< x 6 

1.2 + 1.2. 34 ~ 1.2. 3. 4. 5. 6 + e,c 


Elles supposent lerayon égal à l’unité . Dans le cas où il serait 
désigné par R , on remplacerait dans les seconds membres 

x 1 par R étant le rayon, et dans les premiers sin x et 

61 Hoir COS X 

cos x par -g- , -g- . Quelque grand que soit x, les termes 

finissent par aller constamment en diminuant -, et comme 
ils sont alternativement positifs et négatifs, l’erreur com- 
mise en arrêtant la série à un terme quelconque est moindre 
que le suivant. 

80. Considérons maintenant des fonctions de x-f-ù, et 
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soit d’abord F(x) = x"‘ ; on trouvera , quel que soit m , 

(a: -+- h) m — x m -f- mx m ~' h -J- — — x m— *A* -f-. . . . 

I .3 

m(m ~ i). . . m n 4- a xm _ a+ , A# _, 

I.a ... (n — i) 
n+ 1 ) 


i.a. . .n 


A* (x -+- 0h)”~ m . 


Le rapport du terme de rang p au précédent est ■ 


i — p-\- 1 h 


et tend vers — - quand p augmente indéfiniment ', la série 

ne sera donc convergente que si l’on a h <^x , abstraction 
faite des signes. Quant au reste, on reconnaîtra, comme 
dansle cas de ( i -f-x)"’, que si h est compris entre -f- x et — x, 
il tend vers zéro , et la série représente par conséquent 
(x-f-A)"*. 

8 1 . Soit encore 

F (x) = logx, 

d’où 

F, (aO==~r^’"' F" (x) œs ± i ; a . . . (n — i) ^-jp, 
on trouvera 

log (x + A) = log x + log e [£ - + ... 


La convergence de la série exige encore A <x-, et, dans ce 
cas, on reconnaîtra, comme dans le cas de log(i-f-x), que 
le reste tend vers zéro à mesure que «augmente-, et que, par 
conséquent, log(x-f-A) peut se développer par la formule 
de Taylor, lorsque A est compris entre -f-x et — x. 

On déduirait le développement de log (x -(- A) de celui 
de log (i -f-x) , en observant que 

log (x-4- h) — logx = log (i -+-*); 
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et de même on aurait déduit le développement de (x-j~ h)"‘ 
de celui de (i en observant que 

f 

/ h\ m 
(x y A)* = x m ^ I -t- -j . 

On développerait aussi a x+h , en remarquant que 
a x+k — a x = a x (a 4 — i ) , 


et il resterait à développer a h par la formule donnée ci- 
dessus. 

82 . Extension de la formule de Taylor aux fonctions 
de plusieurs variables. Proposons-nous maintenant de 
développer F(.r-j-/i, suivant les puissances de 

h et k, F(x,y) étant une fonction donnée. Pour cela 
nous considérerons d’abord la fouction F(x-\-ht,y-\-Jit.), 
et nous la développerons suivant les puissances de t par la 
formule de Maclauriu : il suffira ensuite de faire f = 1 pour 
avoir le développement cherché. Or, pour avoir les coeffi- 
cients des différentes puissances de t, il faut prendre les 
dérivées successives de F(.r-|- ht, y-\-kt} par rapport à t, 
puis y faire t= o. On trouvera par la règle des fonctions 
composées de fonctions linéaires , en entendant que dans 
toutes les dérivées partielles de F (a:, y') on remplace x et y 
par x 


dF _dF, dV 
dT ~dx + dy ’ 

d? dx‘ dxdy dy‘ 


d "_ F 

dF 


d * F , , 

/l" -4- H — 

dx n dx" 


d n F 


1 dy 


h"-' k 


d " F . 

. . . -f- k". 

dy " 
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Si l’on fait 1 = o dans toutes ces dérivées partielles, elles 
deviennent celles de la fonction même F(x ,ÿ). On aura 
donc 


( dF , d F 

n •+■ i 

i * /d“ F, d" F, \ 

H ( j — A" -F . • . + ~ — A" ] 

1.3. . . n Va.T" dy* 


6ht , y- H- Bfo ’ 


x et y étant remplacés par x-f-ô/u et j’-J-ôfa dans le 
coefficient de t". Faisant maintenant t — i, on aura le 
développement cherché 



Digitized by Google 



PREMIÈRE ANNÉE 


99 



Digitized by Google 



IOO 


COURS I) ANALYSE. 


pourvu que toutes les dérivées partielles, jusqu’à l’ordre n 
inclusivement, soient continues entre x +/t et y + k. 

On aurait une formule analogue si au lieu de F ( x , y') on 
avait une fonction d’un nombre quelconque de variables. 

Pour que cette série , poussée indéfiniment , représente 
F(a?-j-/r, y-{-k), il faut que l’ensemble des termes qui 
expriment le reste tende vers zéro -, et l’on pourra s’en 
assurer en prenant la valeur de 0 qui rendrait ce reste le 
plus grand possible, et cherchant si cette valeur maximum 
tend vers zéro lorsque n croît indéfiniment. Quand il ar- 
rivera que chaque terme du reste tende vers zéro, quel- 
que valeur qu’ait 0 entre o et i , il sera prouvé que le 
reste lui-même diminue indéfiniment -, et la fonction 
F(.r-{-/i, sera développable en série suivant les 

puissances entières et positives de h et k. 


83. Si dans la formule précédente on fait x—o ,y=o, 
on a le développement de F (/« , k~) ; et si l’on change h et k 
en X et y, on obtient 



Dans toutes les dérivées partielles de F(x, y) on doit 
remplacer x et y par o, excepté dans les termes du reste 
où ils doivent être remplacés par Ox, Oy. Si ce reste tend 
vers zéro quand n augmente, F(x, y) peut se développer 
en série indéfinie suivant les puissances de x ely. On a ainsi 
la formule de Maclaurin étendue aux fonctions de deux va- 
riables; et on l’étendrait semblablement aux fonctions d’un 
nombre quelconque de variables. 

Les deux formules (i) et ( 2 ) peuvent être écrites comme 
il suit, a, a,,. . .,a„ tendant vers zéro avec h et k : 
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Des maxima et minima des Jonctions d’une seule 
variable. 

84- On dit qu’une fonction F(x) prend une valeur 
maximum pour la valeur x„ de x , lorsque x croissant ou 
décroissant à partir de x„ dans un intervalle déterminé, 
quelque petit qu’il soit , la fonction F (x) est toujours 
moindre que F (x„). La valeur de la fonction est minimum 
lorsque, dans les mêmes circonstances, F (x) est toujours 
plus grand que F(x.). 

Il résulte de là que , pour que x. donne un maximum ou 
un minimum pour F ( x ) , il est nécessaire et suffisant que 
F(x 0 -f-A) — F(x„) soit constamment négatif ou cons- 
tamment positif, quel que soit le ligne de h, pourvu que 
sa valeur soit suffisamment petite. Cette condition exige 
(jue la différentielle de F (a?) soit positive quand on a 
x < x„ , et négative pour x^> x a : cette différentielle, et 
par suite la dérivée F' (a?), doit donc changer de signe 
quand x passe par x 0 , et réciproquement cela est suffisant. 
Si donc F'(x) est continu dans le voisinage de x„, on 
devra avoir F' (x 0 ) = o. Si F' (x.) est infini , ou si F ' (x) 
passe brusquement d'une valeur à une autre quand x passe 
par la valeur x„ , la fonction F (x„) pourra cependant être 
maximum ou minimum . H suffit, dans tous les cas, que F'(x) 
change de signe quand x passe par x 0 . Il n’y a de règles gé- 
nérales, pour s’en assurer, que quand F'(x) est continu dans 
le voisinage de x„, et c’est ce que nous allons examiner. 

On aura alors 


F (*„ 4- h) — F (x„) = AF ' (x„ + Oh). 
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Lorsque h tend vers zéro , F' (.r„-f-0/r) tend vers F' (x 0 ) ; et 
si cette dernière valeur n’était pas nulle , le second membre 
changerait de signe avec h : la différence F (x„-f- //) — F (jr 0 ) 
ne serait donc pas de signe constant, quel que fût le signe 
de h, et par conséquent F (.r) ne serait ni maximum ni 
minimum poura , = .r„. Une condition commune au maxi- 
mum et au minimum est donc F'(x„) = o, et c’est seule- 
ment parmi les racines réelles de l’équation F'(jr) = o 
qu’il faut chercher les valeurs de x propres à rendre F(.r) 
maximum ou minimum. La valeur x„ étant ainsi choisie, 
ou aura 


!•'(•*„ 4- h) — F(x„) = F'V„ -f Ch) 

La limite rie F"(„r„ — {— 0/*) est F"(x 0 ) lorsque h tend vers 
zéro , et si F"(x 0 ) n’est pas nul , il est évident que pour 
toutes les valeurs de h positives ou négatives , comprises 
dans des limites suffisamment petites, le second membre, 
et par suite la différence F(x„-|- h) — F(x„), conservent 
toujours le même signe. La valeur F(.r„) est donc maximum 
ou minimum. Elle estmaximum lorsque l’on a F"(x 0 ) < o, 
et minimum si F"(a' 0 ) > o. Mais si par hasard on a 
F"(x„)=o, on ne peut plus rien conclure, et il faut 
mettre la différence sous une autre forme. On pourra écrire 
dans ce cas 

F(.r„ -f h) — F(x„) = - I“(.r u + j/i), 

1 . 2,0 

et comme h 3 change de signe avec h, on voit que si F w (.r)„ 
n’est pas nul , la différence changerait de signe avec h ; 
il n’y aurait donc ni maximum ni minimum. 
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Mais si F w (.r.) ==o, on a 

F(x„ 4- h) — F(x 0 ) = — F ,T (x 0 + Oh), 

1 . 2 . 3*4 

i 

et il est clair que si F ,ï (ar <> ) < o, la différence est cons- 
tamment négative et F (x 0 ) sera maximum. 

Les mêmes raisonnements étant continués jusqu’à ce que 
l’on obtienne une dérivée qui ne devienne pas nulle pour 
x = x. , on arrive à cette conclusion générale que, pour 
que x 0 donne un maximum ou un minimum pour une 
fonction dont les dérivées sont continues , il faut que 
cette valeur de x annuité un nombre impair de dérivées 
consécutives à partir de la première; et lorsque cette 
condition est remplie , on a un maximum , si la dérivée 
suivante est rendue négative par cette valeur de x, et un 
minimum si elle est positive. 

La recherche des maxima et minima est ainsi ramenée à 
la détermination des dérivées d’une fonction d’une seule 
variable, et des racines réelles d’une équation à une in- 
connue. 

Si cette fonction n’est pas donnée d’une manière expli- 
cite, on formera ses dérivées par les règles connues, puis 
on appliquera la théorie qui vient d’être exposée, et qui est 
indépendante des moyens à employer pour former ces 
dérivées. Nous allons montrer quelle est dans ce cas la 
marche du calcul. 

85. Cas des fonctions implicites. Considérons une 
fonction liée km — i variables par m — i équations 
données : soient, pour fixer les idées, les trois équations 

«) — o, F,(*,.r, z > «) = o, l\(x,j.z,u) — o, 

' * . . ■ < t • • 

u étant la fonction dont il faut trouver le maximum ou le 
minimum. 
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En les différentiant on trouve 


* i": 


d F 


dF 

djr 


dF 

dz 

+ 

dF 

du 

dx 

+ 

djr 

dx 

X 

dz 

dx 

du 

di = 0y 

dF, 

+ 

dF, 

djr 

+ 

dF, 

dz 

+ 

dF , 

du 

dx 

djr 

dx 

dz 

dx 

du 

di~° y 

dF, 


dF, 

djr 

+ 

dF t 

dz 

+ 

dF a 

du 

dx 

+ 

d r 

dx 

dz 

dx 

du 

dï~~°' y 


au moyen de ces équations on éliminera et la va- 
ria: dx 

leur de qu on en tirera devra ensuite être égale à zéro •, 

N . 

ou, plus simplement, on remplacera par zéro dans ces 

équations, puis on éliminera -- entre les équations ré- 
sultantes qui sont 


(a) 


dF 

dx 

+ 

dF 

djr 

dj 

dx 

+ 

dF dz 
dz dx °’ 

dF, 

+ 

dF, 

djr 

+ 

dF, dz 

dx 

djr 

dx 

dz dx~°’ 

dF, 


dF, 

djr 

+ 

dF, dz _ 

dx 

+ 

djr 

dx 

dz dx °' 


• djr dz 

Üm minant ^r; et — , on obtiendra une équation qui, jointe 

aux trois autres F =30, F, =0, Fj =î o , déterminera 
3- > y \ z > u. 

On diffcrcnliera de nouveau les équations (1) et l’on 
obtiendra la valeur de — — - \ on y substituera les valeurs 
trouvées de x , y , z. 0. et l’on reconnaîtra au signe de celle 
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expression, s’il y a maximum ou minimum. Si fou avait 

(l 9 li 

= o , on chercherait les dérivées suivantes de u par 

rapport à x, et l’on y appliquerait la théorie précé- 
dente. 


86. Pour éliminer^- , — des équations (2), on peut 

se servir de la méthode des multiplicateurs . Pour cela on 
multipliera les deux dernières par des facteurs indéter- 
minés 1 , p, et on les ajoutera à la première; puis on éga- 
lera à zéro les coefficients de et le terme indépen- 

dant; ce qui conduit aux trois équations 


d F 

+ 

dF, 

+ r 

d F. 

dx 

dx 

O 

11 

ï* 

dF 


dF, 


dF , 

dy 

H- 

A-j- 

dj 

4 -r* 

dj 

d F 


Æ 

d- f* 

dF, 

dz 


dz 

dz 


d’où l’ou éliminera X et p\ ce qui conduira, comme on le 
sait par les théories de l’algèbre , à la même équation que 

si l’on avait éliminé autrement -j- , Ce procédé de cal- 
cul a souvent des avantages sur l’autre. 

87. Considérons maintenant une fonction de m va- 
riables , liées par m — 1 équations : ce cas renferme le 
précédent, qui s’en déduit en supposant que la fonction se 
réduise à l’une des variables. Soient par exemple les trois 
équations 


F(r, J, 2. u) — o, F,(ar, jr, z, d) = 0 , F,(ar ,jr, z , u) = o, 

.. *■ 

et soit proposé de trouver le maximum de la fonction 
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J'(x , y, z , u). Dans ce cas aux équations ( 1 ), dans les- 
quelles ^ ne serait plus zéro, on joindrait la suivante 


df. H 4. iL d i _i_ ÉL 

dx' dy dx dz dz du dx 


i 


et de ces quatre équations on éliminerait —, Il 


en résulterait une équation entre x, y, z, u, qui , jointe 
aux équations données, déterminerait ces quatre quantités. 
On chercherait ensuite la dérivée seconde de f{x,y,z, u)par 


, ,, r . d'y d'-z d‘u 

rapport a x\ elle rentermerait , -jp , qui seront 

faciles à trouver au moyen des trois équations ( 1 ); et l’on 

reconnaîtrait au signe de cette seconde dérivée , si la 

fonction f( x , y, z , u) est minimum ou maximum. 

On peut remarquer que les équations entre lesquelles 

, . dy dz du . . . 

on a a éliminer , ~r seraient les memes si 1 on avait 

dx dx dx 

à chercher le maximum de l’une des fonctions F, F, , F s , 
les deux autres étant égales à zéro, ainsi que/’. 


Des maxima et minuna des Jonctions de plusieurs 
variables. 

88. On dit qu'une fonction F(x,jy) des deux variables 
indépendantes x, y, acquiert une valeur maximum, pour 
certaines valeurs x a , y„ , de x et y, lorsqu’on changeant 
ces variables en x 0 -h b, y à -f- k, h et k étant des quan- 
tités arbitraires comprises entre 0 et des limites positives 
ou négatives aussi petites que l’on voudra, la fonction est 
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constamment moindre que pour les valeurs x„,y 0 . Si au 
contraire elle étai^ constamment plus grande , on dirait 
qu’elle est minimum pour ces mêmes valeurs. 

D’après cela , la différence 

F(* + h, j + k ) — F(x,jr) 


doit être constamment négative, quels que soient les va- 
leurs et les signes des quantités infiniment petites h et k , 
si F(.r,j") est maximum -, et elle doit être constamment 
positive dans le cas du minimum. De sorte que ce sera un 
caractère commun au maximum et au minimum , quelle 
soit invariable de signe. 

Nous ne considérerons que le cas où la fonction et ses 
dérivées , jusqu’à l’ordre dont on aura besoin , sont con- 
tinues. Les cas de discontinuité ne donnent pas lieu à des 
règles générales , et se discuteront suivant la question. 

D’après une formule précédente, nous aurons , en dési- 
gnant par a, a, des quantités infiniment petites , 


Si et fjj- son * différents de zéro , le signe du second 

membre, lorsque h et k tendront vers zéro, finira par être 
constamment le même que celui de 


dF dF , 

T X h +Ty k - 


Or cette expression change de signe si l’on change h et k 
désignés sans changer leur grandeur-, doncF(x,^) ne 
serait ni maximum ni minimum-, et par conséquent, pour 
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qu’elle puisse être l’un ou l’autre , il est indispensable que 
l’on ait 

</F A F 

-j- — o, -7- = o. 
dx dj 

f 

Si ces conditions sont remplies on aura 


( d a F \ li 1 

jp + *) — 

+ {dïTr + V hk + \dr + 


et si les trois dérivées du second ordre ne sont pas toutes 
rendues milles par les valeurs X , y, le signe du second 
membre , et par suite de l’accroissement , finira par être le 
même que celui du trinôme 

d ‘ F A* d ‘ F h d'F k* 

dx * 1 dxdj ' dj % 2 " 

Il faut que cette expression soit constamment négative , 
quels que soient A et k, pour que F (x,y) soit maximum , 
et constamment positive pour qu’elle soit minimum. Si 

on la divise par — , ce qui n’en change pas le signe , on 

obtient 


djr J \ h J dx dj\h J ' dx * 


et pour que ce trinôme ne change pas de signe, quel que 
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soit j- , il faut que l’on ait 


/ d’ F V < <*‘F d*F 
\dxdy) =dx •* dr*’ 


. . , rf*F d’F 

condition qui entraîne que et soient de 


meme 


signe. 

Si elle est satisfaite par les valeurs de x et y tirées des 
deux équations 


dY d F 

^ = °- T r = n ' 


. . d'F d“F , 

la lonction F (x , sera maximum si et sont né- 
gatifs, et minimum s’ils sont positifs. 

Si les trois dérivées du second ordre étaient nulles , il 
faudrait que toutes celles du troisième le fussent , et que le 
signe d’un polynôme du quatrième degré par rapport 

à -jr fût constant : ce qui conduirait à des conditions plus 


compliquées. On continuerait semblablement si les dérivées 
du quatrième ordre étaient encore toutes milles. 


89. Ces raisonnements s’étendent facilement à une fonc- 
tion d’un nombre quelconque de variables indépendantes : 
seulement les conditions se compliquent de plus en plus. 
Dans le cas de trois variables, par exemple, on aura les 
trois équations 


d F 

dx 


d F dY 

°’ ^- = °’ dT = °’ 
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et il faudra que le polynôme 


1 1 1 


F . , d’F d> F ; d‘F 

' h + ** -+■ TT J * -t- a 3— y- Ak 

<V ’ o** d*4r 


<£r* 


rf’ F d»F , 

2 d*d 3 h ‘^ 2 ■5757* ' 


soit constamment de même signe, quels que soient h,k,l. 
Pour exprimer cette condition, on divisera d’abord par Jr -, 
. . kl 

et si 1 on pose — p , ^ = q, on aura un polynôme de 
la forme 


A q 1 + B p % -f- ?.C pq -f- 2D1 1 + iEp + F. 

En le considérant relativement à la variable <7 seulement , 
il faudra , pour qu’il ne change pas de signe , que l’on ait, 
quel que soit p, 

(C* — AB) />• + 2 (CD — AE) p + D= — AF < o. 

On posera sans difficulté la condition pour que ce polynôme 
soit de même signe quel que soit p, et on y ajoutera , pour 
qu’il soit négatif, 


C 1 — AB < o. 

De même que le cas de deux indéterminées p, q se ramène 
à une seule, on ramènerait celui de trois à deux, et ainsi 
de suite. 

90. Cas d' une fonction implicite. Proposons-nous de 
trouver le maximum d’une fonction f{x,y, z ) en suppo- 
sant les variables x , y, z liées par une équation 

F -) = », 
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en vertu de laquelle z est une fonction implicite des deux 
variables indépendantes x , y. 

La théorie précédente exige que les dérivées partielles 
d cf(x,y, z) par rapport à..r et y soient nulles séparé- 
ment; ce qui donne 
\ 

df df dz , df df dz 

dx dz dx ° ’ dy'dzdy ° ’ 

. <■ 


dz dz 


équations dans lesquelles on mettra pour — , — leurs va- 
leurs tirées des deux suivantes , 


d JL 4 - d l d l — ^ dV Ù — 

dx dzdx °’ dy~^~dz dy °" 

On aura ainsi deux équations entre x, y, z, qui, jointes 
à F {x, y, z)— o, déterminei’ont X ,y, z. On formera en- 
suite les dérivées partielles du second ordre d ef(x,y, 5 ). 
Elles dépendront fie celles de z , qui seront déterminées 
par les règles de la différentiation des fonctions implicites à 
deux variables. 

En général , quel que soit le nombre des variables qui 
entrent dans la fonction , et le nombre des équations qui 
les lient, il suffira de reconnaître les variables indépen- 
dantes , et d’égaler à zéro les dérivées partielles de la fonc- 
tion par rapport à ces variables. Les équations qui en 
résulteront, jointes aux équations données, seront toujours 
eu même nombre que les variables , et les détermineront. 
On formera ensuite facilement les dérivées partielles succes- 
sives de la fonction par rapport aux variables indépen- 
dantes, et on les soumettra aux épreuves établies dans la 
théorie précédente. 

91. On peut donner une autre forme au calcul du maxi- 
mum ou du minimum d’une fonction de m -| -n variables, 
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liées par n équations, ce qui est le cas le plus général. 

Il y a alors m variables indépendantes, et l’on devra 
égaler à zéro les dérivées partielles de la fonction par 
rapport à chacune d'elles -, ce qui revient à dire qu’on éga- 
lera à zéro la différentielle totale de cette fonction, quelles 
que soient les valeurs des différentielles indépendantes. Et, 
pour cela , on tirera des équations données les valeurs des 
différentielles des variables dépendantes en fouction de 
celles des variables indépendantes; on les substituera dans 
la différentielle totale de la fonction proposée , puis on éga- 
lera à zéro les coefficients de toutes les différentielles qui y 
seront restées. 

Soit f\& fonction des m-f-ra variables x, y, z , u , .... 
qui sont liées par les n équations 


L ~ o , M = o , N = o , . . . . , 
on aura les n-\- i équations suivantes': 


àf 


V_ dr+ d l dz+ etc. 

S + fr * + ~ * + 


di dx +<lf 
dL 
dy 
efyi 

ïzr dx + 


dx 


, cM 

^. d y + ~dz + etc. 

dS . , rfN , , dN j 

ü dx + dÿ djr + dT dz + etc - 


et l’on doit tirer des n dernières les valeurs des différen- 
tielles des n variables dépendantes, les reporter dans la 
première , et égaler à zéro les coefficients des m différen- 
tielles arbitraires qui y resteront. En d’autres termes, il faut 
éliminer n différentielles de ces «-{- 1 équations et égaler à 

8 


Digitized by Google 



COURS L) ANALYSE. 


Tl/j 

zéro les coefficients de celles qui subsisteront dans l’équa- 
tion Gnale. 

Pour faire cette élimination, on multipliera les n der- 
nières équations par des facteurs indéterminés X, [x, v, etc., 
on les ajoutera à la première, et l'on égalera à zéro les coeffi- 
cients des n différentielles des variables dépendantes, ce 
qui déterminera X, [x, v..., puis on égalera à zéro les coeffi- 
cients des m autres variables-, ce qui revient évidemment 
à annuler les coefficients des m-\-n différentielles, après 
l’addition des équations, et à éliminer X, p, v...de ces m-j-n 
équations-, ce qui conduira à m équations entre x, y, z ... , 
qui, jointes aux n équations données, déterminent les 
valeurs de ces variables qui peuvent donner les maxima et 
minima de la fonction proposée. On les distinguera ensuite 
au moyeu des secondes dérivées partielles de la fonction , 
comme nous l'avons fait connaître ci-dessus. 

On peut remarquer que le calcul serait le même sil’ons’c- 
tait proposé de trouver le maximum ou le minimum absolu 
de J' — j— X L -f-p. M . ., en ayant égard ensuite aux équations 

L=o, M = o, qui auraient pu encore être de la forine 
L=c, M=c',... c , c' étant des constantes. 


Application à quelques exemples. 


92, Trouver le minimum de x 1 . . . x= - ; 


Minimum de — . . ,x= 7-; 

x la 


Maximum de — ,...x = e. 
x ’ 

Partager un nombre en trois parties x, y, z , tell es que 

X m v" soit maximum — = — -• 

J m n p 
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Trouver le rectangle maximum inscrit dans un triangle 
ou dans une ellipse. 

Trouver la plus courte distance entre deux courbes 
planes. 

Trouver la plus courte distance de deux droites non 
situées dans un même plan. 

Trouver sur une courbe plane un point tel que la somme 
de ses distances, à deux points fixes situés dans le même 
plan , soit minimum. 

Des expressions imaginaires. Comment on les in- 
troduit dans les données du calcul. 

y3. La solution des équations du deuxième degré conduit 
quelquefois à extraire des racines carrées de quantités né- 
gatives. Ces sortes d’expressions ne représentent pas des 
nombres , soit positifs soit négatifs ; on les désigne sous le 
nom de quantités imaginaires. Nous n’avons pas pour objet 
d’examiner ici à quelles circonstances correspondent ces 
formes dans les questions proposées; nous nous bornerons 
à dire qu'en substituant ces expressions à l’inconnue , l’é- 
quation que l’on avait à résoudre devient identique, pourvu 
que les racines carrées des quantités négatives soient traitées 
d’après les règles ordinaires de l’algèbre , et qu’on consi- 
dère leur carré comme s’obtenant par la suppression du 
radical. 

Si l’on a , par exemple , l’équation 

x a — 2 ax + o' -(- = o , 

on en tire les deux valeurs imaginaires 
x ~ a ± l/ — 6% 

8 .. 
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et l’on peut vérifier que la substitution de cette valeur dans 
l’équation la réduit à o=o. 

Il en serait de même si , au lieu de \/ b‘ , on mettait 
l) y ' — i, et c’est ce que l’on fait ordinairement, afin que la 
setile quantité imaginaire à considérer soit toujours \/ — •- 
Les valeurs de x se trouvent ainsi mises sous la forme 

x = a ±l b l/ — i . 

II semble d’abord que toutes les considérations auxquelles 
ces sortes d’expressions puissent donner lieu soient relatives 
aux circonstances qui leur donnent lieu dans les questions 
dont elles présentent la solution -, mais on a trouvé de très 
grands avantages à les introduire dans les données memes 
de certains calculs , et c’est sous ce point de vue que nous 
allons les considérer. 

Sans attacher aucune idée de quantité à l'expression 
ÿ — i, nous convenons de la traiter de la même manière 
que si c’était un nombre dont les puissances successives 
seraient 

yS—i, — i , — V'— « , + i > V'— * , • • • 

les quatre premières se reproduisant indéfiniment dans le 
même ordre. 

bien ne s’oppose à ce que l’on fasse des calculs algébri- 
ques dans lesquels V — i soit traité de cette manière ; il 
ne s’agit que de savoir s’il y a quelque intérêt à le faire , et 
si de pareilles opérations peuvent offrir de nouvelles res- 
sources à l’analyse. Il pourra quelquefois être plus commode 
de remplacer — i par une lettre dont les puissances se 
distinguent toutes les unes des autres , tandis que celles de 
1/- i se reproduisent périodiquement. En désignant V — i 


Digitized by Google 



PREMIÈRE ANNÉE. 


1 '7 

par A, nous entendrons que X soit traite comme un facteur 
ordinaire , d’après toutes les règles démontrées dans le cas 
des quantités réelles-, seulement, après tous les calculs 
effectués , on remplacera les puissances 


par 


A, a% a*, a 4 , A s , a g , etc., 
A, — I, — a, 4- I, a, — I , etc. 


g4- Lorsque nous poserons une équation entre des quan- 
tités réelles et imaginaires , comme 


A -f- B l/— 1 = A' 4- H' l/— 1 , 


nous entendrons toujours que l’on savait d'avance que 
A = A' et B=B\ Ces deruières équations ne seront jamais 
des conséquences de la première -, c’est , au contraire , la 
première qui en est la conséquence, et nous n’attacherions 
aucun sens à cette équation si nous ne savions , indépen- 
damment d’elle, que les parties réelles sont égales de part 
et d’autre, ainsi que les coefficients respectifs de — 1 . 
Nous insistons sur ce point, parce que la plupart des au- 
teurs l’entendent de la manière inverse. 

g5. Ayant bien établi de quelle manière nous traiterons 
l’expression v/^7, nous allons montrer, par un premier 
exemple , l’avantage que l’on peut avoir à l’introduire dans ’ 
le calcul. 

Considérons les deux expressions 

cos x + l/-i sinx, cos^-J-l / — 1 sin y, 

et multiplions- les entre elles, dans le sens que nous atta- 
chons ici à cette opération, nous trouverons 

cos a' cos^ - — sina- sin^'4 \/ — 1 (sin x cos J-+ sin jr cos x) 7 
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ou 

cos (r -f JT) 4- l/~ I sin (x+j). 
Nous pouvons donc poser 


(cosx-f- v — i sin x) {cos y -t~ [/ — i sin j) == cos \x +y)- l~l/ — i sin(x-to), 

puisque nous avons prouvé d’avance que les parties réelles 
étaient respectivement égales , ainsi que les coefficients de 

v' — i. 

Et l’on conclut de là que pour diviser deux expressions 
de cette forme l’une par l’autre , en entendant par quotient 
une expression qui , multipliée par le diviseur suivant les 
règles convenues, reproduirait le dividende, il suffit de 
retrancher l’arc qui se trouve au diviseur de celui qui entre 
dans le dividende. 

En multipliant le produit de ces premières expressions 
par une troisième cos z-{- V — i siri£, il suffira encore 
d’ajouter les arcs .r -\-y et z, ce qui donnera la nouvelle 
équation. 

(cosx-i-l/ — i sin x) (cos^+t/ — i sin,r) (cosï-t-t/ — isin«) 

= cos(x-f- J-H- *) ■+■}/ — I sin (x -+-/• -f- <), 

et il est facile de voir que, quel que soit le nombre des 
facteurs de cette forme, leur produit effectué donnera tou- 
jours pour partie réelle le cosinus de la somme de tous les 
arcs , et pour coefficient de V — r le sinus de cette même 
somme. On pourra donc poser une équation semblable à la 
dernière, en supposant un nombre m quelconque de fac- 
teurs, puisque les parties réelles sont, démontrées égales,, 
ainsi que les parties imaginaires. En supposant le cas parti- 
culier où x =j=z = etc. , on aurait la formule suivante , 
qui est due à Moivrc : 
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(i) (cosx -f- l/ — i sin ar)”’ =r cos mx 4- l/ — i sin mx ; 

il est donc prouvé que si l’on forme la puissance m du 
binôme cos x-\- [/ — i sin x d’après les règles ordinaires, 
la partie réelle sera égale à cos mx et le coefficient de 
V — là sin mx. Or le développement de la puissance m 
il un binôme s effectue au moyen d’une formule très simple ,; 
ou aura donc ainsi le développement général de cos mx et 
sin mx, m étant un nombre entier quelconque. Ces for- 
mules sont 


m (m — i ) 

cos mx — cos m x — — cos"»-* x sin® x -f- 

1.2 

m (m — i ) (m — 2) (m — 3 ) 


sin mx — m cos w -*x sin x - 


1.2. 3 . 4 

m(m — 1) (m — 2) 

1.2T3 


cos"'-*x sin* -h etc. , 


cog m-3 x 6 i n î x 


On peut observer que le développement de 

(cos x — 1/ — 1 sin x) m ne différerait de celui de 
(cosx -f- V — 1 sin x) m que par le signe des termes où se 
trouvent les puissances impaires de i , et que par con- 
séquent 

(cos x — l/ — 1 sin x)™ = cos mx — |/ — i sin mx. 


96. En entendant par racine n‘‘ me d’une expression ima- 
ginaire une autre expression qui, élevée à la puissance n, sui- 
vant le sens convenu , reproduirait la première * on voit que 

cos - -4- v — 1 sin - est une racine de cos x±v — t sin x, 

puisque nous avons prouvé que pour élever cette expression 
à la puissance n lime , il suffit de multiplier l’arc par n. On a 
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donc 

I 

— x / — .t 

(cos x ± V' — i sin x )" — cos ~ — k — 1 s * n " J 

et si l’on élève les deux membres à la puissance p, il vient 


(cos x ± v/— I sin x) rt = cos^- x ± V / — i sin - x, 

' ' n n 

ce qui montre que l’équation (i) est vraie quand m est un 
nombre fractionnaire quelconque en entendant seule- 
ment par la que cos ^-x± \/ — > sin -^x , élevé à la puis- 
sance n, donnerait la puissance/» de cosx ± \/ i sin x, et 
que par conséquent il est une des racines n Um " de cette 
puissance p. 

L’équation (i) est encore vraie si m est égal à un nombre 
négatif — n. En effet. 


(cosx-t-l/— i sin-r)-» = 


(cos 


sinx)" (cos nx -h \/ — isinnx 


or diviser par cos nx-\- V ' — 1 sin nx, c’est trouver une 
expression qui , multipliée par ce diviseur d après les réglés 
convenues, donne pour produit le dividende - , ce quotient 

est donc cosnx — V — • sin nx. 

Donc 

(cosx sin x)"* = cos nx — l/— i sin nx. 

Cette formule est donc vraie, quelque valeur reelle qu ait 
m , en observant toutefois que si la puissance m est suscep- 
tible de plusieurs valeurs , nous avons seulement prouve 
que le second membre en est une. 
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97. Nous allons résoudre maintenant la question inverse , 
qui consiste à développer cos"‘x et sin"jr au moyen des 
cosinus et sinus des arcs multiples de x , ni étant un nombre 
entier. 

Pour cela nous poserons 


d’où 

et par suite 


cos x + — 1 siux=u, 

cos x — \/ — 1 sin x — v ; 

1 cos x = u -f- v, 


1 “ cos m x = u’" — t— mu m ~ ■ v 


m (m — 1) 


-+■ muv *” 1 - 4 - v m * 


Observant maintenant que uv = 1 , et que u k -\-v k =v. cos 
on aura 

, « m (m — 0 / /v 

cos m x = 2 cos mx -+- 2. m cos (m — a)x -h '2 . — — cos(«i — 4 )” r "t' elc * 

Si m est pair, le terme qui se trouve au milieu du dévelop- 

m(m — 1) (^ + ') 

pement de (u-j-v) m se réduit à 


m 

1 


et 


forme le dernier terme du développement de a" cos m x. Si 
m est impair, les deux termes du milieu sont en u et v de lu 
forme 

m-1-1 m — i m — 1 m + i 

u a et U » 

expressions qui se réduisent à «etv, puisque iu>= i. Le 
dernier terme du développement de 2" cos m x est alors 


m ( m 


CY-) 


COS X. 


I 
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O» développera maintenant sin"'a: , en observant que 
2 y — i sin x — u — v , 

d’où 

_ (, y . rn (m — i) 

2 Kv — i) m sin" , x = n™ — mu m ~' v 4- u m ~ 2 v T etc • 

1.2 ’ 

« 

ce qui signifie toujours que les parties réelles sont les mêmes 
de part et d’autre , ainsi que les coefficients del/ — i , s’il y 
reste , ce qui n’arrivera que si m est impair. 

Supposons d abord m pair : les termes à égale distance 
des extrêmes seront de même signe, et en les réunissant 
deux à deux , on trouvera 

m 

?. m (— O’^sin-.r = a cosnu — im cos (m — 2 )ar 
m ( m — i ) 

-f 2 cos (m — A)X — etc . ; 

1.2 n ’ 

, le dernier terme sera 


- le signe -f- correspondant à — pair, et le signe — à — im- 

2 2 

pair. Si ni est impair, le développement pourra se mettre 
sous la forme 


, m (m — i ) 

u m — e” 1 — m (u m ~’ — e'” - *) -| — — (/»-•() — e t c . > 

en remplaçant partout uv par i. Si doue on observe que 
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u l — e’=2 l/ — i sin Ax, on aura, en ne prenant que les 
coefficients de V — 1 , 

m — 1 

2"* ( — i) 2 sin w xc = 2 sin mx — 2 m sin (m — tl)x 
m (m — 1 ) . 

-f- 2 Mn(ro — 4.) .r — etc.: 

1 . 2 

le dernier terme sera 

m ( m ' — ,)•••' (~j~) 

± 2 sin x , 

- ("?-) 

\ 

le signe -f- ajarit lieu quand — - — sera pair, et le signe 
— quand il sera impair. 

98. Examinons maintenant en quoi consiste l’avantage 
que l’emploi de V — i a procuré dans la recherche des dé- 
veloppements de cos m x et sin"\r. 

Nous avons remplacé 2Cosx par 

cosx •+* — i sinx + cosx — t/ — i sinx 

qui lui est identique , puisque les deux termes 
\/ — i sin x et — \/ — i sin x , 
traités comme s’ils représentaient des nombres, se détrui- 
sent. Et même si , au lieu de l/ — i, on met une quantité A 
indéterminée , on pourra remplacer 2 cosx par 

(cos x -f- A sin x) -+• (cos x — à sin x) ; 

et quelque calcul que l’on effectue sur cette expres- 
sion , le résultat sera nécessairement indépendant de A , 
et les puissances d’un même degré quelconque de cette 
lettre auront zéro pour coefficient. Or prendre seulement 
les termes réels du résultat, c’est négliger les puissances 
impaires de A et ne conserver que les puissances paires, ce 
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qui est permis, puisque les coefficients de chaque puissance 
de X sont nuis. Mais quand on remplacera X’ par — i, il 
pourra y avoir des réductions entre les termes correspon- 
dants à des puissances différentes de X, et notamment avec 
ceux qui ne renfermaient pas X et qui sont précisément ceux 
que l’on trouverait en ne transformant pas d’abord 2 C 05 .T. 

II peut donc résulter de là de nouvelles combinaisons qui, 
sans altérer la valeur du résultat, lui donnent une forme 
plus commode. Cela revient à ajouter au résultat des quan- 
tités qui se détruisent-, maisàcbaque instant, dans l’algèbre, 
on voit de pareils artifices faciliter les transformations; et 
ce qui fait que dans le cas actuel on en retire réellement un 
très grand avantage, c'est que les deux binômes dont la 
somme remplace 2 cos x sont tels , que les puissances de 
chacun d’eux s’effectuent immédiatement par la multi- 
plication de l’arc, et que le produit des puissances sem- 
blables de l'un et i’autre est l’unité. Il résulte de là que la 
puissance m iim * de cos x se trouve immédiatement exprimée 
au moyen des cosinus des arcs multiples de x; et il en est 
de même pour sin m x. 

Usage des lignes trigonométriques pour l’extrac- 
tion des racines des quantités réelles ou ima- 
ginaires. 

99. Les racines de degré ni d’un nombre réel positif ou 
négatif ± A sont les racines de l’équation 

j m +. A — o ; 

ces racines peuvent se ramener à celles de l’unité , en posant 
y = ax , a désignant la racine m“ m '' arithmétique du nom- 
bre A-, l’équation proposée se trouve ainsi ramenée à la 
suivante, 

x m 1 = o, . 
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dont nous allons déterminer les tn racines, toutes inégales. 
Soit d’abord x m — 1=0, ou.r m =i. 

Nous pouvons représenter x par une expression de la 
forme cosz-f- V — 1 sin,z, dont nous savons qu’il est facile 
d’extraire la racine. Il suffit de poser z=^mz, n étant un 
nombre entier quelconque positif ou négatif -, et l’on aura 
identiquement 

i = cos inv -j- y' — i sin 2 nu. 


Donc l’expression 


(•) 


■}.nx , / O.rtir 

cos f- V — i siu 

m ni 


donne des racines m""*" de i , et par conséquent des valeurs 
de x pour toute valeur entière de n. 

Or on reconnaît immédiatement que l’expression (i) ne 
change pas quand on augmente n de m ou d’un multiple 
entier quelconque de m. Il suffit donc, dans la série indé- 
finie des nombres entiers positifs ou négatifs , d’en pren- 
dre m consécutifs quelconques -, ils donneront toutes les 
valeurs de l’expression (i). De plus il est facile de voir 
quelles seront toutes différentes, parce que deux de ces 
arcs ne peuvent avoir les mêmes sinus et cosinus ; donc 
toutes les racines de l’équation • 


x m — 1=0 

seront données par la formule 


a n ir 


V— i 


. 2 ni r 

si 11 

m 


dans laquelle on donnera à « les valeurs o, i, 2, etc., 
jusqu’à ce que l’on ait m valeurs pour le second membre ; 
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car c’est comme si l'on donnait à n , in valeurs consecu- 
tives , les unes positives , les autres négatives. 

Si tu est pair, on posera m=.ik, et il viendra 


x = cos - 


. . nx 

V — > «in -T- ; 


11 faudra alors donner à n les valeurs o , i, 2 , . . . , A - . Les 
deux extrêmes donnent x = i, x — — i, et toutes les 
autres valeurs de x sont imaginaires , conjuguées et réci- 
proques deux à deux. Si l’on amssil + i, il faudra 
donner à n les valeurs o , i , i , . . . , k. 

La première donne x = i -, les autres sont toutes ima- 
ginaires, conjuguées et réciproques. 

100. Soit maintenant 

m 

<r m 4- i = o ou j" = - i, d’où x = y — i . 


On peut encore donnera — î la forme cos.z + 1 / — tsin z 
en posant z = (2 n -j- î) 7 t. On aura donc des valeurs 
de x par la formule 


(îu 4 - O* , ./ . (an -+- 1 ) 7 

x = cos -j- y — 1 siu 


il suffira encore de prendre m valeurs consécutives de n , 
parce qu elles correspondront toutes à des sinus ou cosinus 
différents, et toutes les autres valeurs de n fourniraient les 
mêmes valeurs pour x. Toutes les racines de l’équation 
x"‘ -j- 1 = o sont donc données par la formule 


x 


(an 4 - 1)77 


± y' — 1 sin 


(2 11+ 1) X 


en donnant à n des valeurs positives depuis o jusqu’à ce 


» 
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qu’il en résulte m valeurs pour le second membre. Si 
m = 2 A, les valeurs de n seront o, 1, 2,. . . , k — x , 
les valeurs de x seront toutes imaginaires, conjuguées 
et réciproques. Si rn = i k -f- 1 , les valeurs de n seront 
o, 1, 2,. . ., k, la dernière donnera x — — 1 -, toutes les 
autres valeurs de x seront conjuguées et réciproques. 

Les racines de ± 1 étant connues, on aura celles de 
±: A en les multipliant par la racine arithmétique de A. 

Les facteurs réels du premier et du secoud degré, dans 
lesquels peuvent se décomposer les binômes x m — 1 et 
x rn — i, peuvent être représentés par une construction 
fort simple qui dépend de la division du cercle en parties 
égales , et qui a été donnée par le géomètre anglais Cotes. 

101. Cherchons maintenant à extraire la racine m ,imt 
d’une expression de la forme ' 

a ±b y' — i. 

Nous pouvons la mettre sous la forme 

p (cosz ± \/ — 1 sin z), 
en déterminant p et z par les deux équations 
P cos z— a, psinz=:£, 

d’où 


/ r- a . b 

p — ± y a‘ b‘ , cos z — -, sinz =-. 

P p 

Pour plus de commodité nous ne prendrons que la valeur 
positive de p. Désignons par f le plus petit arc positif 
a . b 

ayant pour cosinus - et pour sinus on pourra , sans que 
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ces lignes changeai, l’augmenter d’un nombre quelconque 
de circonférences, et l’on aura 

a ± b \/~i = f [cos(p -f in*) ± l/— i sin(ip + an»)"]. 

On aura des racines de cette expression en prenant la 

racine m r ' mr arithmétique de p, et la multipliant par la 
racine du second facteur, que l’on obtiendra par la divi- 
sion de l’arc-, on a ainsi 

I , 

-: / a> + in* , â / . (p + 2/ï9t\ 

r — )■ 

Il suffit évidemment de donneràn, m valeurs consecutives, 

positives ou négatives-, toutes les autres donneraient les 

mêmes résultats. De plus ces m valeurs de n donnent des 

, . . <p - 4 - a mr 

valeurs diüérentes pour les sinus ou cosinus de — . 

Donc en donnantà n les valeurs o, i, a,. . . m — i, toutes 
les valeurs de la racine cherchée seront dtmnécs par la 
formule 

m 1 , 

\/a±. b [/ — i = p m ^cos? dt y — isin? — ^ ^ 

les signes supérieurs de V — i se correspondant , ainsi que 
les inférieurs. 

102. La transformation de a ± b V — 1 en 
p{cosz±. V — 1 sin.z) ramène toutes les opérations sur 
les quantités imaginaires aux opérations sur des expres- 
sions de la forme cos z ±. \/ — i sin z , et nous avons vu 
que celles-ci se ramenaient toutes aux opérations immédia- 
tement inférieures sur les arcs, propriétés tout-à-fait ana- 
logues à celles des exponentielles. 
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Cette analogie sera encore augmentée par les considéra- 
tions suivantes. 


Représentation des sinus et cosinus par des expo- 
nentielles imaginaires . . 

io3. Si dans le développement de e x on change x 
en x l/ — i et qu’on représente la série résultante par 
ffV — « f on aura 


CO' » 


V-> 


= I -I- X 


V~ — — 




1.3 1.3.3 1.3. 3. 4 


Si l’on convient de même de désigner par e x ^ 1 le ré- 
sultat de la substitution de — x V — i à x dans le déve- 
loppement de e x , on aura 


V ' 1.3 1.3.3 1.3. 3. 4’ 

Ces équations peuvent être écrites comme il suit : 

( e x ^ — 1 = cosx -f- — isinx, 


etc. 


(3) | 

d’où l’on tire 

( 4 ) 


e x ^ 1 = cosx — \/ — i sinx ; 


.*V- 


l COS X — 


’ + e-*V-' 


'{é—l — Jri/— I 


2 \/ 1 

et dans toutes ces formules il ne faut pas oublier que 

9 
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e *V— » et n’ont aucun sens comme exponcn- . 

tielles elles ne représentent autre chose que les séries qu’ou 
obtient en substituant -f-a: {/ — i et— x[/— i dans le dé- 
veloppement de e*, et traitant )/ — r de la manière con- 
venue. 

104. 11 est facile de démontrer que ces exponentielles 
imaginaires doivent être traitées d’après les mêmes règles 
que si les exposants étaieut réels. 

Supposons par exemple qu’il s’agisse de multiplier 

g*V— 1 par *, en entendant toujours par-là les séries 

qui représentent ces expressions , et qui peuvent être rem- 
placées par cos x -J— [/ — i sin x et cosj)'' — f- \/ — i s\n jr f 
dont le produit est cos (x + ÿ) + V — 1 sin (.r 
Cette dernière expression est représentée, dans le même 

* sens , par + donc on peut poser 

V'-*. 


La règle des exposants réels s’observe donc dans la mul- 
tiplication des exponentielles imaginaires, et par suite dans 
'leur division, dans leur élévation à des puissances, et 
dans l’extraction de leurs racines. 

On pourrait encore déduire cette proposition de ce que 
e x+r étant égal à e* ey pour toutes les valeurs réelles de 
.r et y, on a identiquement 


{*+>) . (* +J0* 

, -J j — — 


- == ( ,+ l 


L’identité ne sera pas troublée en chaDgeant dans les deux 
membres x eux \/ — i ouj envV — i ; et l’on trouvera 
toujours les mêmes termes réels ou imaginaires avec les 
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mêmes signes. D’où l’on conclut 

e (* -*-jr)V~' _. 

ou encore, en supposant qu’on change seulement r en 

J 

e (*+,v=i) = c «yv=7 =c x (co#r + i^zï, iDir) . 

i°5. On est convenu de donner le nom de logarithmes 
aux exposants imaginaires, commeaux exposants réels. Ainsi 
x -\~yV — 1 est k logarithme de e*(cosj-f-l/— ï siny); 
et pour avoir le logarithme d’une expression de la forme 
a ±1 b [/ — i, on posera d’abord 

a±b \/— i — f (cos x ± l/— 7 sinx) = e'P ±x V~i 

— e'f ± (y±an 

» 

(f étant la plus petite valeur positive de x, et l’on aura * 

1 (a±b\Z^Ï) =il(a* + ù*)Ht \/~i^±i n7 r). 

Si ù = o, on a pour toutes les valeurs du logarithme de « , 
la ±[/—i (<p ± 2Nt ). 

L’arc <p est égal à o si a est positif, et égal à 71 si a est 
négatif. On a donc, en entendant par 1 a fe logarithme 
arithmétique du nombre a : 

H -h a ) — la ± in^y ’ — 1 , 

*( — «)= la ±( 2/1 + i)*[/~ï. 

I 

Cette dernière expression ne donne aucune valeur réelle : 
la première en donne une seule. 

9-- 


Digitized by Google 



\ 


i3a cours d’analyse. 

En faisant a = i , on trouve 

li=±2 ï, l(-i) = ±(2n+i)!r\/-i. 

106. Ou peut exprimer au moyen des formules précé- 
dentes les racines des équations de la forme 

x fn _J_ p X m _|_ q = o. 


En effet, on en tire d’abord 


P 

2 



Si l’on a -t 

4 


q o , ou = o , les valeurs de x seront les 


racines de quantités réelles, et nous avons vu comment 
on pouvait les exprimer au moyen des lignes trigonomé- 


triques. 


Si l’on a — a < O, les valeurs de 

4 


x m seront de’ la 


forme a ±. b V — 1 , et l’on en extraira les racines m iim " 
comme nous l’avons indiqué en dernier lieu. 

Si l’on forme d’après les valeurs de ces racines les fac- 
teurs réels de x 7m -j- px m -j- q, on reconnaît immédiate- 
ment une construction simple qui les représente géométri- 
quement, et qui repose sur la division du cercle en parties 
égales. Nous nous dispenserons d’entrer dans ces détails. 
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APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL 
DIFFÉRENTIEL. 


Tangentes et normales aucc courbes planes. Ex- 
pression générale de la longueur de. la tangente, 
de la sous-tangente , de la normale et de la sous- 
normale. 


107. On appelle en général tangente à une courbe la 
limite vers laquelle tend la direction d’une sécante qui 
passe par un point constant de cette courbe, et dont un 
second point d’intersectipn se rapproche indéfiniment du 
premier. 

Les anciens donnaient des définitions moins générales 
de la tangente : on les a abandonnées , à cause du grand 
nombre d’exceptions auxquelles elles donnaient lieu. 

Si l’on désigne par F(x, y) = 0 l’équation d’une courbe 
quelconque, et par x',j' les coordonnées du point de 
cette courbe , auquel on veut mener une tangente ; l’équa- 
tion de la sécante menée par ce point et par celui dont les 
coordonnées sont x' -{- dx', y' -f- dy', et qui appartien- 
nent aussi à la courbe, sera dans un système quelconque 
d’axes 


y —y — 


d jL 

dx' 


(X — x'). 


A mesure que le second point d’intersection se rap- 

d Y* 

proche du premier, -jp tend vers la dérivée de y par rap- 
port à x\ il existe donc une direction limite pour la 
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sécante , et l’équation de cette droite que nous appelons 
tangente est 


y— y 


% {x - x,) ' 


d y' i 

le rapport j —, étant considéré à sa limite. 
d y" 

Le coefficient -y—, sera déterminé en fonction de x 1 , y\ 

d’après les règles du calcul différentiel , au moyen de l'é- 

dV_ 

quation F(x ,y) = o , qui donne ~ — . 


L’équation de la tangente devient ainsi 


d f 


/ dF , «?F 

( * r -^ ) dÿ + ( x ~ x) dï = °- 

108. On appelle normale la perpendiculaire à la tan- 
gente , menée par le point de contact. Si les axes sont rec- 
tangulaires , son équation sera 

, i . , dx' 

y -y = — < jÿ (*-*), ou j r-y = — 

dx 7 


ou encore 


, dF , , x d¥ 
o- -X) - d7 -(*-*) 57 


Si.les.axes des coordonnées font entre eux un angle 
quelconque 6 , l’équation de la normale aura la forme 
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suivante 

,.(d F dF \ , (dF dF \ 

* - y \Z?-& c o ,b )-'' x -*î(dp-ü cos B ) = ü - 

Si les coordonnées x\ y’ n’étaient pas données et que la 
tangente, ou la normale , fut assujétie à passer par un point 
donné, ou bien à être parallèle aune droite donnée, on olrtien- 
drait immédiatement, d’après les équations précédentes , 
une équation entre x’, y 1 , qui, jointe à celle de la courbe, 
déterminerait ces deux inconnues. Si , au lieu de chercher 
les solutions réelles de ces deux équations, on construisait 
les lieux géométriques qu’elles représentent, en y regar- 
dant x',y' comme variables, les points d’intersection de 
ces lieux, dont l’un est la courbe proposée , seraient les 
points de contact cherchés. 

109. On appelle sous-tangente et sous-normale les par- 
ties de l'axe des x comprises respectivement, entre le 
pied de l’ordonnée du point de contact et les points où cet 
axe est rencontré par la tangente et la normale. Elles ont 
pour expression la valeur de x — x' relative ky = o dans 
les équations respectives de la tangente et de la normale. 
Elles seront dirigées vers les x positifs ou négatifs , à partir 
dn pied de l’ordonnée, suivant que x — x 1 sera positif ou 
négatif. 

Nous appellerons longueur de la tangente et de ta nor- 
male , les parties de ces lignes comprises entre le point de 
contact et les points où elles coupent respectivement l’axe 
des x. 

Il est facile d’obtenir l’expression de ces différentes 
lignes. Nous supposerons, pour plus de simplicité, les axes 
rectangulaires, et nous représenterons par T la tangente , 
par N la normale , par S, la sous-tangente , et par S„ la 
sous-normale. Cela posé, on trouvera facilement les for- 
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s — _ y_ _ jr'dx' _ df 
Sl ~ ~JU~ » 


df_ 

dx' 


dj 


T =*‘ '/•+!£■ "=->'V'+^- 

no.Si Y on applique toutes ces formules à l’ellipse et à 
l’hyperbole , renfermées dans l’équation 

a y ± b\ r» = ± a* b * , 

on trouvera les résultats suivants : 

y) :£S*x'(x— x') = o) . ... 

ou „v/± l’xx'=:± fl .&> j °<toal‘on de la tangente j 

b ‘x'{y — jO rp u’y' (x — x') = o, équation do la normale ; 


S, = 


S. = : 


b* X 1 


T = N = -b ttx' 1 . 


ni. Si l’on considère la parabole ayant pour cquatiou 
y * =a , on trouvera 


Cr— y 1 )?— p{x — *') =o 

ou j-ÿ = ( r -H x') 

r-y=~ r - p i?-* 0 , 

Sf — 2x j S — j) j 


| équation de la tangente ; 
équation de. la normale j 


T= V2x'(2j' + ^), N= VVC 2 ** -*•/>> 


1 12. Considérons maintenant la logarithmique ayant 
x 

pour équation j = a 1 — -, « et m sont des lignes données, 

et les logarithmes sont relatifs à la base de Néper, ce qui 
ne diminue en rien la généralité de l’équation. 
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Ou aura dans ce cas 


d.v 


a 
x 1 


y — y' z= — (r — x'), équation do la tangente ; 
y — y' — — — (x — x'), équation de la normale; 

c ç _y a 

Ot — — x’ 1 — , a. = — y 


a’ I — 


Si l’on prend la sous-tangente et la sous-norniaie sur 
l’axe des y au lieu de l’axe des x, elles auront pour ex- 
pression la valeur de y — y' relative à x = 0 ; d’où 



ii 3. Considérons encore la courbe nommée cycloidc , 
qui jouit de plusieurs propriétés très remarquables. 

Elle est engendrée par un point de la circonférence d un 
cercle qui roule, sans glisser, sur une droite indéfinie à la- 
quelle il est tangent. Elle se compose d’une infinité de 
branches superposables , ayant chacune pour base une par- 
tie de la droite égale à la circonférence du cercle mobile. 

Prenons la droite donnée pour axe des x , et l’origine en 
un quelconque des points où el le est rencontrée parla courbe . 
Soit B (Jig. t) le point de contact du cercle générateur 
avec l’axe des x, et l’arc MB égal à ABj le point M appar- 
tiendra à la cycloïdc. Désignons par w l’angle MOB qui 
pourra prendre toutes les valeurs depuis o jusqu’à rh ce; 
il est facile d’établir les équations suivantes, dans lesquelles 
a désigne le rayon du cercle : 


x = a (« — sin«), j-—a{ i — cos<v). 

Ces équations ont lieu dans toute l’étendue de la courbe. 
L’équation entre x et^ sera 

a — y y 

x — a arc cos v xay — y'. 
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mais il faudra avoir soin de changer alternativement le 
signe du radical dans les deux moitiés de chacune des 
branches successives. Différentiaut ces équations , on aura 


y 

y 


dx <i(l — COS») dût =zy dot, dy — a sin de » , 

î-y/i 


(la —y 


équation de la tangente ; 


->•= <—'■). 

— y’ — — ^ (» — x'), équation de la normale; 

s,=yy/- 4 p, s„ = vW-y.» pb, 

T =jr ' v/^rrp » N = l^ââÿ = MB. 


La valeur de S„ ou de N prouve que la ligne MB est la 
normale, et par suite que la tangente est MC. 


Formules analogues en coordonnées polaires. 

Ii4- Soit l’équation F (0, r) == o entre les coordonnées 
polaires 9 et r \ et proposons-nous de déterminer la taugente 
au point M ( fi g- 2 ) de la courbe qu’elle représente. Pour 
cela cherchons l’angle p que fait cette tangente avec le 
rayon vecteur OM ; le triangle KMN donne 


KM sin N 
KN = sin KMN’ 


d’où 


rdf) 

— = taug* = 



La sous-tangente et la sous-normale se rapportent à la 
perpendiculaire au rayon vecteur, menée par le pôle. On 
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Appliquons ces formules à quelques exemples. 

1 15 . Soit d’abord la spirale d’Archimède , 

r=aO, tang/« = 0 , S n = a. 

On voit que la sous-normale est constante et que la courbe, 
tangente à l’axe, au pôle, tend de plus en plus à être per- 
pendiculaire au rayon vecteur. 

1 16. Soit maintenant l’e'quation r = ^ delà spirale hy- 
perbolique ; ^ = — J, 


tangue = — 0 , S, = — a. 

Ainsi, dans cette courbe, c’est la sous-tangente qui, est 
constante. 

ny. Considérons encôre la spirale logarithmique dont 
l’équation est * 

ml) dr 

r = ae , — = mae»>\ 

tai'fijK = S, = ~, S„ — mr, 
m m 

t/ 1 + m‘ — - — - 

T = r , N = r\/ i -f- m‘. 

m ri 

I 

La valeur de tang p montre que le rayon vecteur est tou- 
jours également incliné sur la tangente. 

Les valeurs de S, et S„ prouvent que les extrémités do la 
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normale et «le la tangente décrivent des spirales identiques 
avec la première, et semblahlement situées par rapport à 
.des axes différents passant par le même pôle. 

Les mêmes formules s’appliquent très simplement aux 
sections coniques. 

Théorie des asymptotes. 

118. On appelle asymptote d’une courbe une droite 
dont cette courbe s’approche indéfiniment sans jamais la 
rencontrer. 

Toute asymptote non parallèle à l’axe des y aura une 
équation de la forme 

y — kx 4 l, 

k et l ayant des valeurs finies. 

La branche de courbe aura pour équation 

y kx + l 4- V, 

V étant une fonction connue ou inconnue de x , mais 
qui tend vers zéro à mesure que x augmente. On en déduit 

k = Jim. /= lim. (jy — kx'). Réciproquement des 

valeurs de k el / ainsi déterminées pour une brauche de 
courbe, correspondront nécessairement à une asymptote 
de cette branche, puisque y — kx- — l a pour limite 
zéro, pour les points de cette branche dont Yx croît indé- 
finiment. Les asymptotes parallèles à l’axe des .r corres- 
pondront aux valeurs de k égales à zéro. Pour trouver les 
asymptotes parallèles à l’axe des y, on considérerait l’é- 
quation x = k'y -f- 1 ' et l’on ne s’occuperait que des va- 
leurs de k' égales à zéro. 

119. Appliquons ces considérations à une courbe dont 
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l’équation peut se partager en plusieurs parties homogènes 
par rapport à x ,y, et peut être mise par conséquent sous 
la forme suivante , où nous supposerons les exposants de x 
décroissants : 

*- F (|) H *■/(£)+. = .. 

y 

Soit ^ — p, d’o ùy — px , il faudra d’abord trouver 

la limite de p pour x = oo. 

La substitution donne 

x m ¥(p) -f x a /{p) + .. . . =o, 

d’où 

F (f>) + Api +■ • • • = ° : 

et à mesure que x augmente , F ( p ) s’approche de zéro ; 
donc les valeurs limites de p , c’est-à-dire les valeurs de k, 
sont des racines réelles de l’équation 

F (*) = o. 

Il reste à trouver la valeur de l correspondante à une 
valeur de k ; pour cela on posera y — h r = t et l’on cher- 
chera la limite de t. £ 

L’équation de la courbe devient , par cette substitution, 

^ -t- x n f(^k -f-, . . . = o; 

mais puisque F (fc) = o , on a 

F ( t+ r)=ï F '( t + *;)• 
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9 étant compris entre o et + t; on a donc 


* 


o, 

o. 

Si m =a n -f- i , x — oo donnera pour limite de t , c’est-à- 
dire pour valeur de / , 

, /(*) 

F '(*)• 

Si ni > n -f- I, /= o. 


•T"— / F' + 6 i) + x"f(k + i-) +. . . . = 

,f (***4) + ï=W(* + £)+•••■ = 


Si m < n -)- i, t n’a pas de limite, et il n’y a pas 
d’asymptote pour cette valeur de k. Ainsi, en général, l’é- 

Ci t.\ 


quation de l’asymptote sera y = kx 


m 


F(k) 


/(*) 


se 


rapportant aux termes de degré m — î , et devenant nulle 
si « < m — i : il n’y a pas d’asymptote si n > m — i . 

Si n < m — i , on a / = o , et les asymptotes ont des 
équations de la forme y — k x = o. 

Si, dans le cas de n=m — i , la valeur de k tirée de 
F(/ï) = o satisfaisait aux équations F'(fc) = o,f (A) => o, 
l’équation de l’asymptote deviendrait indéterminée , et 
l’on ne pourrait en tirer l’équation cherchée, parce que le 
terme en x m ~ t devint du même ordre que les deux pre- 
miers et ne peut plus être négligé. 

Dans ce cas l’équation qui détermine la limite de t se 
mettrait sous cette forme 


+ /-(* + ». i) 

+ x m ~^k + j) + ••• = o. 
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Divisant par x "‘~ * et passant à la limite , / sera déter- 
mine par l’équation 

1 ' — + l f (*) + <P(k) = o. 


On agirait semblablement si ces trois nouvelles fonctions 
devenaient milles , pour cette valeur particulière de k. 

Si n < m — i , et F ' (Ji) =3 o , on n’a plus nécessaire- 
ment l—o. 

i 7 . 0 . Si la courbe est rapportée à des coordonnées po- 
laires , on connaîtra toutes les directions qui peuvent 
donner des asymptotes, en cherchant toutes les valeurs 
de 0 qui donnent à r une valeur infinie. 

Soit a une de ces valeurs de 0 , on cherchera la limite 
de r sin (0 — <x) qui est l’expression de la perpendiculaire 
abaissée d’un point quelconque de la courbe sur la droite 
menée par le pôle sous l’angle a avec l’axe. Cette limite 
sera la distance de cette droite à l’asymptote, et le signe 
dont elle sera affectée fera connaître de quel côté elle se 
trouve. Si le produit rsin(0 — a) croît indéfiniment, il 
n’y a pas d'asymptote dans cette direction. 

On trouvera le même résultat en cherchant la limite de 
de r(0 — «) ou celle de r sin (0 — a), puisque la limite de 


sin (0 — a) 
0 — et 


est l’unité. 


lai . Soit pour exemple l’équation générale 


F(fl)r™ 4-/(6) i— -F A,r-"- a +.... -f- A m =o, 


A, , A s , . . . , A„ étant des fonctions quelconques de 6. 
L’équation F(0) = ofera connaître toutes les directions 
possibles des asymptotes. Soit a une des racines réelles de 
cette équation et 0 = a -f- â ; puisque F (a) = o , on aura 
F(* -|- d) = <?F'(« -j- 0 'T), et l’équation de la courbe de- 
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vient alors , en divisant par r m ~‘, 

r j 1 . i' ' (* -f- o j') -+• y (* -f" -f- . . . . = o. 


Lorsque r devient infini il ne reste plus que les deux 
premiers termes , et l’on trouve 


lim. r J' ~ 


/<«> 
F '(-)* 


Si 1 on avait f(&) — o, F '(a) = o , on agirait comme 
dans le cas précédent. 

122 . Limite des tangentes. Si les tangentes à une 
branche de courbe infinie tendent vers une limite, à 
mesure que le point de contact s’éloigne, cette limite est 
nécessairement une asymptote. Car tous les points de la 
tangente variable s’approchant indéfiniment d’une droite 
fixe , le point de contact jouit de cette même propriété , 
puisqu’il appartient à la tangente ; et comme il appartient 
aussi à la courbe, il en résulte que la limite des tangentes est 
une asymptote. 

On pourrait donc chercher les asymptotes d’après ce 
nouveau point de vue-, mais ce serait en général moins 
commode. 

123 . Soit proposé de trouver les asymptotes de la courbe 
ayant pour équation 

«T* -f bxjr + ex* + dj 4- ex -\-f = o ; 
on a dans ce cas 


F(A-j a k 1 b h -f - c , 
f{k) = dk + e. 




b ± l/ b* — 4 ac 


2 a 


, ce qui exclut l’ellipse. 
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L’équation de ces asymptotes devient 

dk + e 

J r = kx — laîT+b' 

Le dernier terme devient infini dans le cas de la para- 
bole, et par conséquent l’hyperbole est la seule courbe du 
second degré qui ait des asymptotes. 

124. Soit maintenant = ae mx , équation de la loga- 
rithmique, qui ne rentre pas dans la classe générale con- 
sidérée ci-dessus , parce que e mx n’cst pas d’un degré fini 
par rapport à x. 

Y 

On cherchera toujours la limite de - et ensuite celle de 
y — kx. 

On trouve immédiatement k = o. Ensuite l&Jimite de y 
est zéro, et correspond aux x négatifs. L’asymptote est 
donc l’axe des x, et dans la direction seule des x négatifs. 

125. Dans le cas de la courbe, appelée folium de 
Descartes , et dont l’équation est 

J 3 + -T 3 — 3 axy = o , 

on trouvera une asymptote ayant pour équation 
y — — x — a. 
y 

126. L’équation y 1 = cos-^ conduit a k=o, /=: fc 1. 

La courbe a dope pour asymptotes les deux droites 

y — + »> y = — »• 

_ , , . sin x , , 

127. L équationy = a — — représente une courbe qui 

10 
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a l’axe des x pour asymptote, et qui a cela de remar- 
quable, quelle passe alternativement d’un côté et de l’autre 
de son asymptote, jusqu’à l’infini. 

128. L’équationy = a sin — donnera encore y — o 

pour l’équation d’une asymptote. 

Elle offre en outre une particularité remarquable : elle 
s’approche indéfiniment de l’axe dcsj dans la partie com- 
prise entre y = — a , y = -f- a. C’est donc là un véri- 
table asymptotisme , puisque la longueur de la courbe 
augmente sans limite en se rapprochant indéfiniment d’une 
droite fixe. 

Cette courbe ne diffère pas de celle qu’on obtiendrait 
en enveloppant sur un cylindre une hyperbole équilatère 
dont une asymptote serait parallèle au plan de la base , et 
projetant la courbe résultante sur un certain plan passant 
par l’axe du cylindre. 

129. Soit maintenant l’équation polaire d’une hyper- 
bole , par rapport à un de ses foyers , 

[a — r cos 6 ) r = A*, r = \/ <z' b % ', 

on trouvera cos a = -, lim. rd = h. 
c 

Les deux asymptotes se trouveront ainsi déterminées. 

1 3 0. Soit encore la spirale hyperbolique 

(«—•») r=a. 

On trouvera a = w, lim. rd = e. 

Différentielles de Carc, de l dire et de V inclinaison 
d'une courbe plane. 

1 3 1. On ne peut attacher un sens précis à la longueur 
d’une courbe, qu’en donnant ce nom à la limite vers la- 
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quelle tend le périmètre d’un polygone inscrit dans celte 
courbe, à mesure que scs côtes tendent vers zéro. 

On démontre facilement que cette limite est indépendante 
du mode de division de la courbe , et qu’elle serait encore 
la môme si l’on considérait un polygone circonscrit , ou 
même tout polygone dont les côtés feraient des angles in- 
finiment petits avec les tangentes aux points correspondants 
de la courbe. 

D’après cela il est facile de voir que la limite du rapport 
d’un arc infiniment petit à sa corde est l’unité, et que par 
conséquent on peut prendre pour différentielle d’un arc la 
corde qui soutend l’accroissement infiniment petit de cet 
arc . 

Désignant par s la longueur de l’arc, on aura donc 


ds z=. [/ dx 2 djr 7 — dx ^ 1 -f- ~~ » 



dj' 

dx' 4 


Dans un système de coordonnées polaires on aura 

^ = où ds = l/V dû* + dr‘. 

i3a. L’aire comprise entre deux ordonnées , l’axe des X 
et l’arc d’une courbe, croît d’une quantité comprise entre 
deux parallélogrammes dont la limite du rapport est l’unité, 
à mesure que dx tend vers zéro : on peut donc prendre 
l’un quelconque des deux au lieu de l'accroissement même 
de l’aire. Si donc on désigne l’aire par A , on aura 

4^ =: r sinff, ou d\ = y dx sinâ, 
dx 

0 désignant l’angle des axes. 

10 . . 
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Dans un système rie coordonnées polaires les deux pa- 
ra 11 élo grain mes seront remplacés par des secteurs sembla- 
bles, et l’on trouvera 


r/A 

de 


r* 

i 


où d A — j r 1 dO. 


1 33. L’inclinaison <p de la tangente sur l’axe des x est 


déterminée par l’équation 


tang 



♦ 


ou 


„ , dtp d'y 

d ou — — cos'p - — - 
dx dx * 


dy 

dx * 


i + 


dy 1 ' 
dx ' 


dtp 


d'y 

dx * 

• + 


dx 

~dr' 

dx' 1 


Get angle dtf est celui des deux tangentes aux points dont 
les abscisses diffèrent de dx.\ on le nomme angle de con- 
tingence. 

Dans un système de coordonnées polaires , l’angle de 
deux tangentes consécutives ou la différentielle de l’incli- 
naison <j> de la tangente sur l’axe fixe , est égal à l’angle des 
deux rayons vecteurs correspondants , plus l’accroissement 
de l’inclinaison de la tangente sur le rayon qui passe au 
point de contact. On trouvera ainsi 


dr 1 


d‘r 


dp ~ 




-f- 


dr * 
db' 


do. 
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Concavité et convexité. 


i34. On dit qu’une courbe est concave en un de ses 
points par rapport à une droite donnée, lorsque, à partir de 
ce point, ses deux branches commencent par être com- 
prises dans l’angle aigu formé par la droite donnée et la 
tangente à la courbe aupoint que l’on considère. Lorsque, au 
contraire, les deux branches commencent par être en dehors 
de cet angle, on dit que la courbe est convexe en ce point 
par rapport à la droite. 

Nous allons faire connaître les caractères analytiques 
qui correspondent à ces deux circonstances , en supposant 
qu’on ait pris la droite donnée pour axe des x. Dans le cas 
de la concavité, l’ordonnée de la courbe doit être moindre 
en grandeur absolue que celle de la tangente au point que 
l’on considère , pour les valeurs de x infiniment voisines 
de celle qui correspond à ce point. Ainsi l’ordonnée de la 
courbe sera plus petite que celle de la tangente lorsqu’elle 
sera positive, et plus grande lorsqu’elle sera négative. 
L’inverse aura lieu pour la convexité. 

Or en désignant par oé, y 1 les coordonnées du point 
donné, et par h une quantité positive ou négative, qui 
peut devenir moindre que toute quantité donnée , on a 
pour les points de la courbe 


J = y 


*Sh4-—(ÏZ\ 

dx' ^ ..a W/x' + 6A * 


et pour la tangente au point {x' y y') 


*= : ï + d £ h ' 
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donc si y est positivé, la courbe sera concave si le terme 


/j 1 /(\ % Y'\ 

— , h est négatif, et convexe s’il est positif. Or 

si l’on n’a pas j-, - , = o, le signe de ce terme sera le même 
• rf 3 y 

que celui de î donc, dans ce cas, pour les points de la 

courbe qui sont du côté desjj' positifs, la condition de con- 
d'r' 

cavité est -tt < o, et la condition de convexité est 
ax 

d’r' 

^• a > o. C’est l’inverse pour les points situés du côté des 
y négatifs. 

(J a yr r , 9 

Si = o , il faudra que l’on ait ^-tj= o pour que 

les deux branches de la courbe soient d’un même côté de 
la tangente dans le voisinage du point que l’on considère , 

et c’est au signe de qu’on reconnaîtra la concavité ou 


la convexité. De même, si 


.dy 


dx '■* 


o, il faudra qu’on ait 


dW’ . . . 

ï , - r = o, et ainsi de suite. 
üx h 


Points singuliers. 


d'Y 

i35. Lorsque la concavité se change en convexité, l 


doit changer de signe et par conséquent passer par zéro ou 
l’inGni -, les points où s’opère ce changement sc nomment 
poins d'injlexion. 

Mais il ne suffit pas que soit nul pour qu’il y ait 


inflexion ; car il faut pour qu’il change de signe que 


d 3 jr 

dx* 
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d^Y 

ne soit pas nul, ou que le soit en même temps, et 


d 

ainsi de suite. De même si est infini, il faudra s’assu- 
rer s’il change de signe. 

i36. Points multiples. On appelle ainsi ceux où passent 
plusieurs branches de courbe , et où l’on peut mener par 
conséquent plusieurs tangentes. On peut les déterminer par 
des règles très simples pour toutes les courbes algébriques. 
Soit F (x , y) = o une équation algébrique et rationnelle , 
on en tirera 


dF dF dy 

dx dy dx 


Or cette équation devant être satisfaite par plusieurs 

, . dy dF dF , , 

valeurs de jjr, tandis que n en auraient qu une 

, , . dF dF 

seule, on devra avoir — = o , ^=o, conjointement avec 

F(x,j') = o. Si l’on trouve des solutions réelles coin- 

dy 

muncs à ces équations , les valeurs de ^ seront données 
par l’équation 


d’F d“F dy d'F /djA* 

dx’ 2 dxdy dx dy % \dxj 


Si trois branches passaient au même point, les coefficients 
de cette équation seraient encore nuis, et l’on aurait recours 
à la troisième dérivée de l’équation -, et ainsi de suite. 
dy* 

Si deux valeurs de ^ étaient égales, les deux branches 


seraient tangentes. 

Si l’équation était résolue par rapport à y et renfermait 
des radicaux à double signe, on reconnaîtrait les points 
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multiples en cherchant les valeurs de x qui font disparaître 
un de ces radicaux de y sans le faire disparaître de — ; 

car les deux branches de courbe seront réunies, et leurs 
tangentes seront différentes. 

137. Points de rebroussement. Si en un point multiple 
d y 

deux valeurs de — sont égales , et que les deux branches 


s’arrêtent en ce point , on a un point de rebroussement. Il 
est du premier genre lorsque les deux branches sont de 
côtés différents de la tangente commune , et du second 
genre lorsqu’elles sont du même côté. On reconnaîtra que 
les branches s’arrêtent en ce point, lorsqu’en faisant varier 
x, d’un côté seulement, leurs ordonnées deviendront ima- 
ginaires. 


Le rebroussement sera du premier genre lorsque 

sera de signe différent pour les deux branches : il sera du 

second, quand ce signe sera le même. 

1 38 . Points conjugués. On appelle ainsi des points isolés 

dont les coordonnées satisfont à l’équation d’une courbe, 

sans qu’on en puisse supprimer ces solutions. Pour ces 

• •••• » d y 

points le dy doit être imaginaire et par suite le ^ : c’est à 

ce caractère qu’on les reconnaîtra. 


degré ne saurait être imaginaire , et que par conséquent 
les coordonnées des points conjugués satisferont aux équa- 
dF d F 

tlOOS -y- = O, -3— = O. 
dx dy 

On les trouvera donc en même temps que les points 
multiples. 

i 3 cj. Points d'arrêt. On donne ce nom à tout point 
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où s’arrête brusquement une branche unique de cour- 
bure. 

On les déterminera en cherchant les valeurs dexà par- 
tir desquelles y commence à devenir imaginaire, s’il était 
réel auparavant, ou à devenir réel s'il était imaginaire. 
Il faudra de plus s'assurer qu’il n’y a qu’une seule branche 
de la courbe à passer en ce point , et que par conséquent 
les valeurs voisines de x ne donnent pas plusieurs valeurs 
voisines poury. 

i4o. Points saillants ou anguleux. On appelle ainsi les 
points où s’arrêtent deux branches de courbe, sans y avoir la 
même tangente. Ils rentrent dans la classe des points mul- 
tiples. On les distinguera des points multiples ordinaires, à 
ce que les ordonnées des deux branches deviendront toutes 
deux imaginaires d’un côté ou de l’autre de ce point, si tou- 
tefois les deux branches sont données par des équations 
distinctes. 

Lorsque l’équation d’une courbe ne donne qu’une seule 
valeur de y pour chaque valeur de x, toute valeur de x 


àjr 


qui donnera deux valeurs pour déterminera évidem- 


ment un point saillant. 


Exemples de points singuliers. 

d'y* — a’r 3 — x*, 
point multiple, inflexion; 

* ta»R x 

y ■ = sm x ,y = cos x, y = taug x,y— — - — ,y = x langar, 


inflexions ; 


-4- I 

Y = fW + (x — a) a v F(x), 
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rebroussement tlu premier genre, si l’on a-- - — <[a et>i -, 

2 q 


du second genre si — > a, en supposant qu’on u’ait 


. 20 + 1 
s- 

pas ÿ"(.r) = o ; 

/ = ï 5 i = ar*dtar’V/a-, 

cas particuliers de la formule précédente -, 


log x 

point d’arrêt à l’origine -, 


, y~x log a: , 


1 4 - e 


point saillant , ou anguleux , à l’origine ; 

y — (X — à) \/ X — b, 

t 

point conjugué , ayant pour abscisse a , si a < b -, point 
multiple, ayant pour abscisse a, si a > b. 


De la courbure des lignes planes. 


i4i- La courbure d’un arc sans inflexion est l’angle que 
forment entre elles les directions du premier et du dernier 
élément de cet arc -, c’est l’angle des tangentes extrêmes : il 
exprime la quantité dont la courbe a successivement dévié 
de la ligne droite dans l’étendue de cet arc. 

Si l’on divise cet angle par la longueur de l’arc , on aura 
la courbure moyenne de cet arc , rapportée à l’unité de 
longueur, c’est-à-dire celle que l’on trouverait pour un arc 
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égal à l’unité , si la courbure variait proportionnellement à 
l’arc, comme dans le cercle, et de manière à obtenir la 
courbure donnée pour une longueur égale à celle de l’arc 
dont il s’agit. 

Cela posé, si, à partir d’un point quelconque d’une ligne 
courbe, on prend un arc de grandeur arbitraire, sa cour- 
bure moyenne variera à mesure que cet arc diminuera in- 
définiment , et tendra vers une limite déterminée, qu’on 
appelle courbure de la ligne au point que l’on considère. 
Cette limite est, pour employer le langage reçu dans le 
calcul infinitésimal, la courbure d’un arc infiniment petit 
rapportée à l’unité de longueur, cet arc commençant au 
point que l’on considère. 

On obtient donc la courbure d’une ligne en un quelcon- 
que de ses points , en divisant l’angle de contingence par 
la longueur de l’arc correspondant, et prenant la limite de 
ce rapport, quand l’arc tend vers zéro. On trouvera ainsi 
pour expression de la courbure 


dy 



142. Le cercle ayant une courbure constante, il est na- 
turel de le prendre pour terme de comparaison, et de 
faire connaître la courbure d’une ligne en un de ses points, 
en donnant le rayon du cercle dont la courbure est la 
même. Ce cercle se nomme cercle de courbure , et son 
rayon , rayon de courbure. Si on le place taugentiellement 
à la courbe au point que l’on considère, en tournant sa 
concavité du même côté qu’elle, son centre considéré re- 
lativement à ce point de la courbe prend le nom de 
centre de courbure. 
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dtp 


Or pour un cercle quelconque la courbure est égale 


à l'unité divisée par son rayon. Si donc on désigne par R 
le rayon de courbure , on aura 


i + 


R = 


d J*\i 
dx 1 ) 


d'jr 
dx * 


ou 



43. Pour obtenir l'expression du rayon de courbure 
en coordonnées polaires, il suffit de se rappeler les for- 
mules 



r* 2 


dr'' 

dû' 



dr' 


dx / dr" 

dô ~ V r ’ dtï-’ 


et l’on trouvera 


R 


r’ 



dr ’ */’/■’ 

2 dG 7 — r dF 


i44- Si pour chaque valeur de l’arc que l’on lait tendre 
vers zéro , on calcule le rayon du cercle qui donnerait la 
même courbure pour une longueur égale, il faudra tou- 
jours, pour l’obtenir, diviser la longueur de l’arc de la 
courbe par l’angle des tangentes extrêmes. Donc la limite 
de ce cercle variable n’est autre chose que le cercle de 
courbure déjà déterminé. 

i45. Ce même cercle peut être envisagé sous un autre 
point de vue. 

SoitM ( fig . 3) un point quelconque de la courbe, MT la 


9 
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tangente, M'N une tangente infiniment voisine, MO et 
M'O les deux normales correspondantes -, les quatre points 
MNM'Osontsurlemêmecercledont le diamètre NOa pour 
limite la distance du point Ma la limite du pointde rencontre 
des deux normales infiniment voisines. L’arc de cercle 
compris entre M et M' diffère de sa corde , et par suite de 
l’arc MM' de la courbe, d’une quantité infiniment petite 
par rapport à lui-même; on pourra donc le remplacer 
par ds, sans qu’il en résulte aucune erreur dans les limites 
des rapports. 

Mais l’angle inscrit MOM ' est égal à l’arc intercepté 
divisé par le diamètre : il est d’ailleurs égal à TNM' ou 

donc r/y = ^j;d’où^ = j^,enconsidérantseu!ement 

les limites. 

On voit donc que la limite de NO ou de MO est égale 
au rayon de courbure ; et le centre de courbure en un 
point quelconque est la limite du point de rencontre de ’ 
la normale en ce point avec la normale infiniment 
voisine. 

i46. Lemme. L’angle d’une corde infiuknent petite 
et de la tangente à l’une de ses extrémités, peut être re- 
gardé comme la moitié de l’angle des tangentes extrêmes. 

En efl’et, on a sinM : sinT : : M'T : MM' ( fig . 4) : 


M'T = F" (x 4 . Odx), 


sm 


Donc 


v/‘ + zr* 

mm = a 


T f 'W 



dj 1 

dx % 
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ou , en remplaçant le sinus par l’arc , 


’.f 


M 


dy 

dx a 


dx 

2 


, 

dx' 


expression qui est la moitié de celle de l’angle de contin- 
gence TNM' -, ce qu’il fallait démontrer. 

Il résulte de là que l’unité est la limite du rapport des 
angles M, M' du triangle MNM', et, par suite, du rapport 
des côtés opposés MN , MTM. 

i 47- On obtient encore le cercle de courbure en cher- 
chant la limite des cercles qui passent par le point donné 
et par deux points de la courbe, qui se rapprochent in- 
définiment du premier. Ce cercle limite se nomme cercle 
oscillateur. 

Il est d’abord évident qu’il aura la même tangente eu M 
{fié- 5) que la courbe, à cause de la sécante commune MM'. 

Maintenant le cercle qui passe par les trois points 
M, M', M" passe par le point de rencontre 0 des perpen- 
diculaires menées par M, M" aux cordes MM', M'M" ; 
l’angle inscrit 0 est égal à l’arc MM" divisé par le dia- 
mètre M'O -, on a donc = -^Tq , et MM" peut être 

considéré comme l’arc de la courbe au lieu de l’arc de 
cercle. Il ne reste plus qu’à calculer l’angle 0 ou son égal 
VM'M". 

Or si l’on mène la tangente HK en M', l’angle TNM" est 
égal à la somme de quatre angles infiniment petits appar- 
tenant aux triangles MHM', M'KM" et ayant leurs sommets 
respectifs en M , M', M" ; et comme ils peuvent être re- 
gardés comme égaux dans chaque triangle , l’angle TNM" 
vaut deux fois la somme des deux angles HM'iSI et KM'M", 
ou deux fois l’angle VM'M", ou enfin deux fois l’angle 0. 
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Ainsi, en négligeant les quantités infiniment petites par 
rapport à 0, on peut prendre 0 = ^ , MM" étant la va- 
leur de fis correspondante à dq ; on aura donc 

' _ , di p 

M'O ~^~ds’ 


Donc la limite de M'O est le diamètre du cercle de cour- 
bure. Le cercle oscillateur ne dijf 'cre donc pas du cercle 
de courbure. 

Comme on n’a fait aucune hypothèse sur la loi que 
suivent les trois points dans leur rapprochement, on arri- 
vera au même résultat en supposant que les deux premiers 
points coïncident et que le troisième s’en approche indé- 
finiment. Le cercle de courbure est donc encore la limite 
des cercles tangents à la courbe au point M , et qui la 
coupent en un autre point qui s’en rapproche indéfini- 
ment.. 

Au reste, en traitant directement cette question comme 
la précédente, on arriverait à la même conséquence. 

i48. Si l’on prenait pour variable indépendante une 
quantité quelconque t différente de l’abscisse, on déduirait 
l’équation suivante des formules générales par lesquelles ou 
opère celte transformation : 

(àjff djTé 

- dfj R ds 3 

dx d'y dy d'x’ ° U dx d'y — dyd‘x' 

~di ~dc dl ~dr 

On aurait pu passer ainsi à la valeur de R exprimée en 
coordonnées polaires, en partant des coordonnées rectan- 
gulaires. On aurait trouvé la formule obtenue ci-dessus 
d’une manière directe. 
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Appliquons cette transformation au cas où la courbe 
serait donnée par une équation entre l’ordonnée et 1 arc , et 
prenons l'arc pour variable indépendante, on a 


R = 


dx d‘J dj d 

ds ds ‘ ds ds‘ 




dx d^c_ 4r £\r_ _ 0 

ds ds ' ds ds ' 


d’où l’on tire 


R 


t/-£ 


d'j 

ds % 


1 4 g. H est très facile de trouver directement l’expres- 
sion du rayon de courbure , en supposant 1 équation de la 
courbe entre y et s. On déterminera l’angle de contingence 


r/op en partant de la formule sin <p 



d 7 r , / dy 1 

ds = cos çdtp =. dp y 1 --^r; 


donc 


R = j- = 

dtp 


/ dy' 

ds V 1 ds' 


dy 

ds 3 


formule qui coïncide avec celle que l’on avait obtenue par 
le changement de la variable indépendante. 

1 5o .Courbes osculatrices . Sil’on considère, au lieu d’un 
cercle, une courbe représentée par une équation donnée 


Digitized by Google 



PREMIERE ANNÉE. 


l6l 


île forme, et contenant un certain nombre de coefficients 
indéterminés, on pourra lui donner autant de points com- 
muns avec la courbe proposée , qu’il y a de ccs coefficients. 
Si l’on fait ensuite tendre tous ces points vers le premier, 
la limite vers laquelle tend la courbe variable se nomme la 
courbe osculatrice de la proposée, relativement à celles 
qui sont renfermées dans l’équation indéterminée. 

Ces conditions géométriques peuvent être exprimées 
par des relations très simples entre les coefficients diffé- 
rentiels successifs des ordonnées des deux courbes; soient 
sc, , x , , x 3 , . . . , x m , les abscisses de m points communs à 
deux courbes , croissant par degrés inégaux suivant une loi 
quelconque ; on supposera, pour mettre le plus de généra- 
lité possible dans la question, que l'on prenne pour variable 
indépendante une quantité quelconque t dont x , et par 
suite y, seront des fonctions connues. 

Soientjyoj-jtys,. . .,y m , les valeurs dej' relatives aux 
points communs. Les différences successives de y, jus- 
qu à l’ordre m — i peuvent s’exprimer au moyen des va- 
leursy,,^„...,y,„, etil est évidentqu’ellesserontles mêmes 
pour les deux courbes, puisque les ordonnées yi>yt,-.-,y,„, 


seront 


dy | d* y , d™ — , y* l 

sont les mêmes. Les rapports * . 

donc identiquement les mêmes de part et d’autre, et par 
suite leurs limites seront aussi les mêmes. 

Les m — i premières dérivées de y par rapport à t 
auront donc les mêmes valeurs au point commun , dans 
les deux courbes ; et il en sera de même de 


dx d'x d m ~ l x 
Ht' dt* ’ y dl m ~' ’ 


Or on sait, d’après les formules relatives au chan- 
gement de la variable indépendante , que les valeurs 

1 1 
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dy d 2 y d m ~'jr 
dx ’ dx 2 ' * dx m ~ 1 ’ 

ne dépendent que des dérivées de x et de y p.ir rapport 
à t, depuis le premier ordre jusqu’à celui que l'on consi- 
dère , inclusivement. 

Donc, quelle que soit la loi suivant laquelle les points 
communs se rapprochent du premier, la courbe limite sera 
telle que pour x = x, les quantités 

d'-'jr, 

J" dx ’ dx‘ ’ ’ dx m ~' ’ 

auront la même valeur si on les tire de son équation , ou de 
l’équation de la courbe donnée. 

Donc, pour déterminer les m coefficients de l’équation 
de la courbe osculatricc, il suffira d’égaler les valeurs des 
dy x d m ~' x Y l , 

m quantités y t , • • • > > < î ue l' on tirera des équa- 

tions des deux courbes, et dans lesquelles on donnera à 
x etjy les valeurs x , ,jy, du point que l’on a choisi sur la 
première courbe. 

Mais on formera plus simplement ces m équations en 
différentiant m — 1 fois l’équation qu’il faut déterminer, 
et remplaçant dans celle-ci et dans le 9 m — i autres , 
xet y par.r,, y„ et les dérivées dey parcelles qu’on tirera 
de l’équation connue. 

Telle est la méthode générale au moyen de laquelle on 
trouve l’équation de la courbe osculatrice d’une espèce 
donnée. , 


Contact des courbes planes. 

1 5 1 . Lorsque deux courbes ont un point commun, et 
que l’on augmente l’abscissc de ce point d’une quantité in- 
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finiment petite, la différence des ordonnées est générale- 
ment du premier ordre. 

Si cette différence est du deuxième ordre , on dit que les 
courbes ont un contact du premier ordre -, si elle est du 
troisième ordre, on dit que le contact est du second ; et en 
général il y a un contact du n' imc ordre entre deux courbes, 
lorsque la différence de leurs ordonnées , à partir du point 
commun , est un infiniment petit de l’ordre n -f- x . 

Entre deux courbes qui ont un contact d’un certain 
ordre , il est évidemment impossible qu’il en passe une 
autre dans le voisinage du point commun , si son contact 
avec l’une quelconque des deux est d’un ordre inférieur. 

Pour qu’il n’y ait rien d incertain dans cette définition 
des contacts de différents ordres , il est nécessaire de dé- 
montrer que l’ordre du contact est indépendant de la di- 
rection des axes. Or c’est ce que l’on établit facilement en 
prouvant que, pour un point quelconque de l’une des 
courbes, les différences des ordonnées des deux courbes 
considérées relativement à des axes différents , sont dans 
un rapport fini. Cette différence est la plus petite possible 
quand les ordonnées sont perpendiculaires à la tangente au 
point commun. 

Laseule direction qu’il faut excepter pour les ordonnées 
est celle de la tangente au point commun. 

Maintenant, si l’on développe en séries les ordonnées des 
deux courbes suivant les puissances de l accroissement de 
l’abscisse du point commun , on reconnaît immédiatement 
que le contact entre ses courbes sera de l’ordre n , si les 
n premières dérivées de l’ordonnée par rapport à l’abscisse 
sont respectivement égales pour chacune des courbes , 
quand on y substitue l’abscisse du point commun : car 
dans ce cas la différence des ordonnées, exprimée au 
moyen des deux termes qui complètent respectivement les 
deux séries, est un infiniment petit de l’ordre n -j- i . 

il.. 
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C’est là le caractère analytique auquel ou reconnaît 
l’ordre du contact de deux lignes qui ont un point commun . 

Autre manière d envisager les courbes osculatrices . 

i 52. Il résulte de ce qui vient d’étre dit sur le contact 
des courbes, que pour avoir la courbe d’une espèce donnée, 
qui a le contact de l’ordre le plus élevé avec une courbe 
dont l’équation est connue , il suffit de déterminer les coef- 
ficients arbitraires de l’équation générale des courbes dont 
l’espèce est donnée, en exprimant que pour l’abscisse que 
l’on considère, les ordonnées sont respectivement égales, 
ainsi que leurs dérivées successives jusqu’à l’ordre le plus 
élevé possible. On établira ainsi autant d’équations qu’il y 
a de coefficients indéterminés. L’ordre du contact sera le 
nombre de ces équations, moins une. 

On voit par-là que la courbe osculatrice et la courbe 
qui a le contact de l’ordre le plus élevé , sont identiques. 

Pour la ligne droite , dont l’équation n’a que deux coef- 
ficients arbitraires , le contact ne sera en général que du 
premier ordre -, il sera du deuxième pour le cercle. Mais il 
pourra arriver qu’en certains points particuliers le contact 
soit d’un ordre plus élevé. 

Lorsque 1 équation de la courbe osculatrice cherchée 
n est pas résolue par rapport à y, on forme ses équations 

différentielles successives et l’ony substitue à y', ~ , etc., 

les valeurs tirées de l’équation de la courbe donnée. Les 
seules inconnues sont alors les coefficients; et s’ils entrent 
tous au premier degré, on trouvera un seul système de va- 
leurs , et par conséquent une seule courbe osculatrice. 

Lorsque le nombre des dérivées communes est pair, 
la différence est d un ordre impair, et par conséquent 
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change de signe avec l’accroissement de x': donc alors les 
courbes se coupent. C’est ce qui arrive en général pour le 
cercle osculateur. 

Si au contraire le nombre des dérivées communes est 
impair, la différence est d’ordre pair et ne change pas de 
signe avec 1 accroissement de x' : les lignes ne se coupent 
donc pas. C est ce qui a lieu dans le cas de la ligne droite, 
excepté aux points d’inflexion. 

1 53. Les courbes les plus simples que l’on puisse mettre 
en contact avec une courbe donnée, sont celles qui sont 
renfermées dans l’équation 


y = A -f B* + Car* -|- + Kar m . 


On peut établir un contact de l’ordre m — i entre les deux 
courbes, et l’on aura immédiatement l’équationde la courbe 
osculatrice en développant y par la formule de Taylor, 
après avoir remplacé x par x' + (x — x'). Cette équation 
est la suivante , dans laquelle les dérivées de y 1 sont rem- 
placées par celles que donne l’équation de la courbe 
connue , 


J —j' 


, dy 
+ TP {x - 


■ x '\ -l (* — x ') % 
’ dx' % i ,i 




d m j' (x — x') m . 
dx' m i a.3 . . . m 


si m = i on a la droite osculatrice dont l’équation est 




1 54- Cercle osculateur. L’équation générale du cercle 
est 

(* - •)* + (J - = R ’> 
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a., 6 étant les coordonnées du centre, et R le rayon. 
D’après les théories précédentes, on déterminera les cons- 
tantes a, ë, R , relatives au cercle osculateur au point od ,y' 
d’une courbe donnée , au moyen des trois équations 


{x — «) + Cr' — e ) =°* 


< + 


dx* 


+ iy- 


d'y’ 

S] d^=°’ 


djr ' 

;et^— 7 - a sont tirés de l’équation de la courbe donnée. 

La seconde de ces équations montre que le centre du cercle 
osculateur est situé sur la normale. 

On tirera de là 


J 


df' 

dx'" 


dy 

dx' % 


x — « = 


d J 

dx' 


(^ +^-) 

' V dx’') 


d'y 

d x'“ 


et, substituant dans la première , 


R = — - 


(■ + 1£f 


d'y' 

dx'' 


Cette équation donne pour le rayon la valeur déjà trouvée 
par une autre voie -, et les deux précédentes font connaître 
les coordonnées a, ë du centre de courbure, en fonction 
de x',y'. 

Si entre ces deux équations et celle de la courbe donnée 
on élimine od ,y', 1 équation résultante entre a et ë repré- 
sentera le lieu des centres de courbure. Ce lieu se nomme 
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la développée de la courbe , à cause de certaines pro- 
priétés que nous allons démontrer. 

Si au contraire on donnait l’équation F (a , 6) = o de 
la développée, et qu’on voulût en déduire celle de la 
courbe entre .r', y, on éliminerait facilement a et S entre 
F(a , ê) =s o , et les deux équations précédentes qui ren- 
ferment a, 6, x',y' . Mais on n’aurait qu’une équation diffé- 
rentielle entre x' ,y ' , et ce n’est que par le moyen du calcul 
intégral qu’on pourrait obtenir l’équation finie entre ces 
quantités. 


Théorie des développées 


1 55 . Les équations qui déterminent les coordonnées 
a , 6 , du centre de courbure , oudu point de la développée 
correspondant au point (x\j') de la courbe donnée, sont, 
d’après le numéro précédent, 


(0 

(*) 


( r 


«) + ( / ~ ») 


+ 4-Cr'— 0 ^ 


dy _ 

dx' 

dy' 


dx 


Ces équations ayant lieu quel que soit le point que l’on con- 
sidère, si l’on donne à x' un accroissement infiniment petit. 
y, a, S, qui sont des fonctions de x', en recevront de cor- 
respondants , et les équations (i) et ( 2 ) seront encore sa- 
tisfaites -, les accroissements de leurs premiers membres 
seront donc nuis , ainsi que leurs dérivées par rapport à x'. 

Or l’équation ( 1 ) , difl’érentiée en considérant a, S, y' 
comme fonctions de x', et ayant égard à l’équation (a) , 
donne » 

du d o djr* , t/b 1 

, dx' dx' dx' ° ’ 0,1 </* dy 

dx' 
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D’où il résulte que la normale à la courbe donnée est 
tangente à sa développée , au centre de courbure. 

i56. On peut déduire de là une autre propriété très re- 
marquable de la développée. 

Soit 0 (Jig.6) le point de rencontre de deux normales in- 
finiment voisines MN, M'N' ; il est facile de démontrer que 
l’arc NN' de la développée est égal à la différence des deux 
rayons de courbure MN , M'N', aux quantités près du troi- 
sième ordre, tout au plus. 

En effet, si du point O comme centre on décrit l’arc de 
cercle MK, la partie M'K est un infiniment petit du troi- 
sième ordre, puisque le cercle MK a pour limite le cercle 
osculateur. En négligeant cette quantité on peut considérer 
M'N' comme égal à MO -j- 1 - ON', et par conséquent 
M' N' — MN est égal à NO -f- ON', aux quantités près du 
troisième ordre. Mais la différence entre un arc infiniment 
petit NN' et la somme des tangentes extrêmes NO -f- N'O 
est aussi du troisième ordre. Donc la différence des rayons 
de courbure MN , M'N', est égale à l’arc de la développée 
compris entre les deux points de contact infiniment voisins, 
plus une quantité infiniment petite, du troisième ordre au 
moins. 

Mais on sait que la limite d’une somme d’infiniment 
petits n’est pas changée quand on néglige dans chacun 
d’eux une quantité infiniment petite par rapport à lui- 
même. Donc si l’on considère une infinité de rayons de 
courbure consécutifs, la somme de leurs différences, ou 
la différence du premier au dernier, est rigoureusement 
égale à l’arc de la développée, compris entre les points de 
contact des rayons extrêmes. 

Il résulte de là que si l’on supposait un fil flexible inex- 
tensible et sans épaisseur, ayant une de ses extrémités en 
un point quelconque M de la courbe donnée, et que l’on 
tendît ce fil en l’enroulant sur la développée, à partir 
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du point de contact N , il suffirait de développer ce fil , 
en le tenant tendu, pour décrire la première courbe avec 
son extrémité M. 

C’est cette propriété qui a fait donner le nom de déve- 
loppée d’une courbe , au lieu géométrique de ses centres 
de courbure. Relativement à la développée, la courbe 
prend le nom de développante. 

i5y. Le calcul peut conduire à la même propriété-, 
il suffit pour cela de parvenir à une équation qui ne ren- 
ferme que JR, dx, dS. 

Or si l’on différentie l’équation 

(3) (*'—«)*+(/ — C)‘ = R% 


on trouvera, en ayant égard à l’équation (i), 

et si l’on remet pour od — « sa valeur tirée de ( 1 ), il vient 

^ \dx' dx' dx')~ R dx' > 

. dr dit * 

et remplaçant par — -j-., 


Pour éliminer y' — 6, on remarquera que les équations(i) 
et (3) donnent 


k = <y — C) y/ 1 + ou r = c r'—Q y/ 1 + jh’ 
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d'où 


J'-Z = 


R dZ 

V'd*' + dC‘' 


Reportant cette valeur de y 1 — 6 dans l’équation ci-dessus, 
il vient , abstraction faite du signe du radical , 


dR — [/di*+ d&, 

ce qui démontre que la différentielle du rayon de cour- 
bure est égale à celle de l’arc de la développée. D’où l’on 
tire les mêmes conséquences que précédemment. 


Courbes enveloppes. 

i58. Nous avons vu que le centre de courbure est la 
limite du point de rencontre d’une normale fixe avec la 
normale infiniment voisine-, que par conséquent la déve- 
loppée est le lieu géométrique de ces points limites consi- 
dérés sur toutes les normales : nous avous vu de plus que 
la normale dans toutes ses positions est tangente au lieu de 
ses intersections successives. 

Généralisons ces conditions, en supposant une courbe 
représentée par une équation quelconque 

F (*, J-, «) = o. 

dans laquelle a est une constante. 

Pour chaque valeur de a on aura une courbe particu- 
lière, et si l’on conçoit que a varie d’une manière continue, 
on aura une suite continue de courbes infiniment voisines 
les unes des autres. Si l’on en considère une comme fixe , 
la courbe infiniment voisine la coupera en certains points 
qui tendront vers des limites déterminées n mesure que la 
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courbe variable se rapprochera de l’autre-, ces points li- 
mites , considérés sur toutes ces courbes , formeut le lieu 
que nous allons nous proposer de déterminer. 

Soit a -f- h une valeur infiniment voisine de a\ l'équa- 
tion F (x , y, a -f- h) sera celle d’une courbe infiniment 
voisine de celle dont l’équation est 

F(x,.r, «) = *>• 

Il faut donc chercher les valeurs de x et jy qui satisfopt 
à ces deux équations, et les limites vers lesquelles elles 
tendent quand h tend vers zéro. L’équation de la courbe 
variable peut se mettre sous la forme 

F(x, J, a) -j- hF'(a -f Oh) = o. 

Les coordonnées des points communs aux deux courbes 
satisferont aux deux équations 

F(*,.r> «) = °> F'(a + GA) = o. 

Leurs limites seront donc les solutions communes aux 
deux suivantes : 

Y (x , r, à) — o et F' (a) = o , ou — o. 

a a 

Et si I on veut le lieu des points qu’elles fournissent, il 
faut éliminer a entre ces deux équations. 

La règle pour former l’équation du lieu de ces intersec- 
tions successives consiste donc à éliminer la constante 
entre F équation de la courbe, variable et sa dérivée par 
rapport à cette constante. 

11 est nécessaire de remarquer que les raisonnements 
précédents supposent que la fonction F (x , y, a) n’ait 
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qu’une seule valeur, pour un même système de valeurs 
de x ,y, a -, car il serait possible qu’on dût prendre deux 
des formes differentes de cette fonction dans les équations 
des deux courbes voisines. Dans ce cas, on ne pourrait 
supprimer F(.r,^, a) dans le second, et les valeurs limites 
de x, y seraient celles qui rendraient égales les deux va- 
leurs de cette fonction. 

i 5 g. Cette courbe jouit de la propriété remarquable 
d’être tangente à toutes les positions successives de la 
courbe variable. 

En effet, si de l’équation - = o 011 tire« = ip(*r,j'), et 

qu’on substitue cette valeur dans F(x,y, a) = o, on 
aura pour l’équation du lieu cherché 

(1) F[ *>S,<P(x,J)]=°‘ 

Soit l’équation d’une quelconque des courbes variables 

(2) F(x,y, a) =0. 

Ces deux courbes (1) et (2) ont nécessairement un point 
commun , d’après la génération de la première ; or il est 

facile de démontrer qu’en ce point la valeur de est la 

même d’après les deux équations. 

En effet, l’équation (1) différentiée donne 

dF ^ dF dy ^ dF fdp dtp dy\ ^ 

dx ‘ dy dx ' dç \dx dy dxj 


Mais ^ ne diffère de qu’en ce que 9 (•£> y) y remplace 
a, et <f(x,y ) est précisément la valeur de « qui rend nul 
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t/F, . dF - 1 . ' , . , 

donc ^ est identiquement nul , et il reste pour deter- 

miner d’après l’équation (i), 

dF dFdy_ 
dx dy dx ° 

Maintenant l’équation (2) différcntiée donne 


</F dF dy 

dx dy dx ° ’ 


équation qui ne diffère de la précédente qu’en ce que a y 
remplace <f(x , y). Mais pour le point commun aux deux 
courbes on a a = op (x , y), puisque cette équation n’est 

autre que ^ = o. Donc en ce point la valeur de ~ est la 

même pour les courbes -, donc enfin la courbe variable est 
constamment tangente à la courbe fixe qui est le lieu de 
ses intersections successives -, et c’est pour cela qu’on a 
donné à cette dernière le nom de courbe enveloppe. Néan- 
moins il ne faut pas croire que la courbe enveloppe soit 
nécessairement tangente à toutes les courbes variables; cela 
n’a lieu que pour celles qui sont coupées par les courbes 
infiniment voisines, et les raisonnements précédents ne 
s’appliquent qu’à celles-là. Or il peut arriver que ce ne soit 
qu’entre certaines limites de la constante que cette inter- 
section ait lieu. Il est donc plus exact de définir la courbe 
enveloppe par la propriété d'être le lieu des intersections 
successives des courbes variables, que par celle d’être tan- 
gente à ces courbes dans toutes leurs positions. 

160. Si l’on prend pour la ligne variable la normale à 
une courbe donnée , l’enveloppe sera le lieu des centres de 
courbure , puisqu’on a démontré qu’ils sont les limites des 
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rencontres des normales infiniment voisines. En appli- 
quant à cette question la théorie qui vient d’être exposée, 
il est facile de voir que le calcul conduit à la développée. 
En elfet, l’équation d’une normale quelconque est 


y-y' 



(x — x‘)-, 


y' est une fonction connue de x ' , et x' remplace ici la 
constante a. Diff’érenliant cette équation par rapport à x ' , 
il vient 


dy 

djr' dx '* ' , 

~dx' Âÿ ( ar— X }+~dÿ’ 
dx'* dp 


d’où 


<r' 

dx’ 


; (■ + g) 


et par suite 


y- J 


dy' 

dx‘ 


dy 

dx?* 


d‘y 

dx '* 


Ces valeurs de x et y sont précisément celles de « et 6 du 
n° (i54). Pour obtenir l’équation de la courbe enveloppe, 
il faudrait éliminer x' entre ces deux équations, après avoir 
préalablement remplacé^ eu fonction de x' : ce qui revient 
à éliminer x y' entre ces deux équations et celle de la 
courbe donnée. Ce calcul n’est autre que celui qui est indi- 
qué n° 1 54 pour obtenir l’équation de la développée. 
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Applications des théories précédentes. 

161 . Parabole. Soit x' — 2 py, on en tire 


x ’ dy x d'y 1 

^ ip ’ dx p ’ dx J p " 

La valeur du rayon de courbure sera 



Les coordonnées du centre de courbure seront données 
par les liquations 



Éliminant x et y entre ces deux liquations et celle de la 
parabole, on trouve pour équation de la développée 

1 t 

C — p — %p3 et 3. 

Cette courbe a un rebroussement du premier genre au 
point pour lequel a. = o. 

162. Ellipse. L’équation a’y’ -f- b' x' = a' b' donne 


dy b'x dy b* 

dx d'y' dx' a y*' 

n _ («iT 1 + b*x')~ 

~ ' a*b » 


Digitized by Google 



iy(j COURS O ANALYSE. 

Or, en désignant toujours par N la longueur de la normale, 
on a 

(a'' j* -J- 1> S 'X' 1 ) ' . 


donc 


N = - 


R: 


a * N 3 

Z ~W' 


Les coordonnées du centre de courbure seront données 
par les équations 


„ (aV + b*x*)y («y +Wx*)x 

J — C — ^£4 » x “ — b'a* 

Si au moyen de l’équation de l’ellipse on élimine x de 
la première, et y de la seconde, on trouve, en posant 
«’ — b* —c*. 



, b*e 

, a^a 

* 

ou 

b s ■ 
jr= rfb 

Cî 

4 

a* I 

a: == — et* 

c* 


et substituant dans l’équation de 1 ellipse, on a pour 1 e- 
quation de la développée 

2 3 3 3 d 

i3g3 4.û3 tf"=CÏ- 
i63. Hyperbole. Soit maintenant 
a’j'’ — b‘x* — — a’ô’, 

on aura 

dy b'x d'y 6* 

dx ~~ a~y ’ dx*~ 

„ (adf + ft 1 **)* K o __ a ’ N 3 

R = W ~ a 1 ’ K -'ÏT- 
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Les équations qui déterminent les coordonnées du centre 
de courbure , seront 

^ /° _ ( a lT a + à*x 2 )y (a*y* + b*x*)x 

a'b* ’ b'a* ’ 

d’où, en posant a 2 -j- b 7 = c 2 , 

, $. i 

o* > a» * 

J — l Si , X = -j *3, 

CÏ c 3 

et l’équation de la développée sera 

î » 2 ’ 4 

A 3 ff 3 — n 3 et 3 = — c L 


Elle se déduirait de celle de l’ellipse en y changeant b * en 

164. Cycloïde. L’équation différentielle de la cvcloïde 
est 




et par suite 


ft=2 |/ 2ay. 


Or la normale MN (fig. 7 ) est égale à V*ay. Donc 
R = aMN ; on aura donc le centre de courbure O, relatif 
au point M , en prenant NO = MN. Mais si au milieu I de 
la base on élève la perpendiculaire IB égale au diamètre 2 a 
du cercle générateur, et qu’on mène en B une parallèle BV 
à la base, le cercle décrit sur la perpendiculaire NC comme 
diamètre passera par O : l’arc NO sera donc égal à l’arc 
MN du cercle NMD , et par suite à la ligne AN. Donc 
OC = NI = BC. Donc le point O appartient à la cycloïde 

12 
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déni ite par un point d’un cercle ayant %a pour rayon , le 
point B pour origine, et BV pour base. 

La développée de la cycloïde AEA' se compose donc de 
deux demi-cycloïdes AB , A'B , identiques avec la pre- 
mière, et dont le prolongement se rapporterait aux brandies 
suivantes de celle-ci. 

i 65 . La différence de deux rayons de courbure étant 
égale à l’arc de la développée, compris entre les deux- 
points de contact, et le rayon de courbure de AEA', étant 
nul au point A, la ligne MO est égale à l’arc AO. Donc 
dans toute cycloïde AOB l’arc compris entre le sommet A 
et un point quelconque O, est double de la corde NO du 
cercle générateur NOC qui passe eu ce point. 

Ainsi en revenant à la cycloïde primitive , 011 aurait , 
ME = 2MD , et par conséquent AE = 4 « et AEA' = 8a. 

Si l’on fait ia — y—ÿ, c’est-à-dire si l’on compte 
les y à partir de E, dans le sens El, et que l’on pose 
EM. = S, on aura S’ = 8 ay'. 

Telle est l’équation de la cycloïde , entre l’ordonnée et 
l’arc , comptés à partir de son sommet. 

Si l’on applique à cette équation la formule 


on trouvera 


R = 


V/' 


df' 

ds a 


dy' 

ds À 


R = 2 1/20 (2 a — y) = J |/ 2 ay. 


166. Pour trouver l’équation de la développée, il fau- 
dra éliminer x et y entre l’équation de la cycloïde 

a — r / — — - 7 - 

x — a arc cos V 2 ny — y, 

a 
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et les deux équations entre a , ë , x, y, qui se réduisent à 

y — — S, x — a. -j- 2C y/ — — 1 — a . — 2 v/ — ?mS — C*. 

D’après le signe qui a été choisi par le radical , le point M 
que l’on considère est dans la partie AE. 

Ces valeurs de x et y substituées dans l’équation de la 
cycloïde donnent 

ci -4- G 

* = a arç cos -f- \/ — 2 aC — C' a . 

Si l’on transporte l’origine au point B, en posant 

a * -f~ x a , o = Z' — ia , 

on obtient 

, a — £' — — 37- 

— a. — a arc cos y ia & — « 7 . 

a 

Si donc on compte les «' positifs dans le sens BV au lieu de 
BV', on retrouve l’équation de la cycloïde primitive 

CL G' 

a! — a arc cos \ / iaC — C‘. 

Cl 


167. On peut déterminer l’aire de la cycloïde en la 
considérant comme la somme des parties comprises entre 
les rayons de courbure consécutifs. 

Soient QH, PK. deux rayons inûniment voisins, S leur 
point de concours, et PR parallèle à AA'; le rapport des 

12.. 
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triangles semblables SLF, SRP est r— r-_ , dont la limite est 

f ; de plus QRP est infiniment petit par rapport à ces 
triangles, ainsi que l'aire HSK.Donc la limite de la somme 
des aires LFPR depuis A 1 jusqu’à A, est l’aire comprise 
entre la cycloïde AEA' et sa base ; et la limite de la somme 
dés triangles SLF est l’aire comprise entre AA' et les arcs 
AB, A'B : cette aire ajoutée à la première forme le rec- 
tangle construit sur AA' et 2 a. D’ailleurs le rapport de 
LFPR à SLF a pour limite 3 , puisque le rapport de SPR 
à SFL a pour limite Donc l’aire de la cycloïde AEA' 
est les trois quarts du rectangle qui a pour base nra 
et pour hauteur 2 a, et dont l’aire est par consé- 
quent 

L’aire de la cycloïde est donc 'ina' 1 , ou trois fois celle 
du cercle générateur. 

168. Spirale logarithmique. Son équation r = ae m 6 
donne , comme on l’a vu ci-dessus , 


dr ,„() d‘r ,m6 

dl ’ dF = mae ’ 

N = ae"‘ 8 1 / 1 -f- m‘ = MO , (Jîg. 8) S» = m ae m 8 = AO. 


O11 trouvera pour le rayon de courbure 


R = ae" 10 ^/ t -f- m‘, ou R = MO. 


Le centre de courbure est donc à la rencontre de la nor- 
male avec la perpendiculaire menée par le pôle au ravon 
vecteur. 
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OAX = 0', AO = r, 

l'équation polaire (le la développée sera , d'après ce qui 
précède , 

r' = mae m {?' 

On peut lui donner la même forme qu’à la proposée, en 
comptant les angles à partir d’une droite faisant avec AX 
un angle a tel que l’on ait 

L’équation précédente devient alors 


La développée d’une spirale logarithmique est donc 
une spirale identique, et qui coïnciderait avec elle, si on 
la faisait tourner autour du pôle, d’une quantité angulaire 

. . , tt 1 m 

a. égale a — . 

u o m 


i6çp La différence des deux rayons de courbure MO, 
M'O', étant égale à l’arc 00' de la développée , il s’ensuit 
que si le point M' tend indéfiniment vers le pôle, ainsi 
que 0', l’arc 00' se rapprochera indéfiniment d’être égal 

à MO. 

Ainsi la longueur totale de l’arc d’une spirale loga- 
rithmique compris entre un point quelconque 0 et le pôle 
asymptote, est égale à la tangente OM terminée à la per- 
pendiculaire au rayon vecteur AO , menée par le pôle. 
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Tangentes et plans normaux aux courbes à double 
courbure. 

170. Une courbe dont tous les points ne sont pas dans 
un même plan est dite à double courbure. La tangente 
en un quelconque de ses points est la limite vers laquelle 
tend une sécante qui passe par ce point et par un autre ap- 
partenant aussi à la courbe, et qui se rapproche indé- 
finiment du premier. 

On appelle longueur d’un arc la limite vers laquelle 
tend le périmètre d'un polygone inscrit, lorsque ses côtés 
tendent tous vers zéro. Cette limite est indépendante du 
mode de division de l’arc , parce que les rapports des élé- 
ments correspondants de ces polygones , compris entre des 
plans parallèles infiniment voisins, ont pour limites l’unité. 

La différentielle ds de l’arc d’une courbe à double cour- 
bure aura donc pour expression 

ds = \/ dx‘ -f- dy‘ -j- d:*, 

les axes de coordonnées étant supposés rectangulaires. 

1 7 1 . Une sécante passant par les points de la courbe 
ayant pour coordonnées 

x, y, z, et x + dx, J + djr, z + dz, 

fait avec les axes des angles dont les cosinus sont 

dx dy dz 
ds ’ d s ’ ds " 

Leurs signes apprennent si la droite dirigée du premier point 
vers le second fait, avec les axes des angles aigus ou obtus. 
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Les limites de ces expressions sont les cosinus des angles 
que fait la tangente avec les axes. 

172. Les équations de la sécante passant par le poiut 
z') de la courbe et un autre point infiniment voisin, 

sont 


, dx' , , dr' , . 

*-* = d7 (z “ z) ’ r-*=dï {z - z) - 


Donc les équations de la tangente seront , en prenant les 
rapports différentiels à leurs limites. 




Si la courbe est déterminée par les équations de ses pro- 

dx r dy f 

jections sur les plans XZ , YZ, on tirera ^7 et ^r,- de cha- 
cune d'elles. 

Si elle est donnée par deux équations à trois variables 
F (x, j-, z ) = o, /(x, j, z) = o, 


on en déduira 

dF dF df dP _ j/_ df_ df 4/ d/ 

dx’dP^dr’dd de' ~°’ dx' de' + dr' dd + d? ~ 0 ’ 


et il faudra tirer de ces deux équations les valeurs de 
doc* dy 

pour les reporter dans les précédentes , ou éli— 

. , ., dx' tir' , 

miner de toute autre manière ^7, , entre les quatre 

équations; 011 obtient ainsi pour les équations de la tan- 
gente 


dF 

dx 

df 


? dF , , dF 

y (x x ) + jÿ- (jr J ) -(- (z — z ) = u, 


dF 


df , df , df 

£ <* — * ) + d y ( r ~r ) + -tè (* ' ~ s ) “ 0 
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Nous verrons plus tard que ces équations ne sont autre 
chose que celles des plans tangents aux surfaces repré- 
sentées par les deux équations données , et dont la courbe 
donnée est l’intersection . 

iy 3 . On appelle plan normal celui qui est perpendi- 
culaire à la tangente , au point de contact. Sou équation 
sera , d’après celles que nous avons données d’abord pour 
la tangente 


, dx* . dy' 

z — 2 + 17^ x ~ ~ y ^ = 0 * 

ou 

( x — x) dx' -f ( y —f) dj + (z — z) dz' = o. 

174* 0° pourrait parvenir à cette même équation en 
cherchant le lieu des droites menées par le pointa/,^, z' 
perpendiculairement à la tangente. Soient en effet x,y, z 
les coordonnées d’un point quelconque d’une de ces droites, 
les cosinus des angles que fait cette droite avec les axes 
sont proportionnels aux quantités x — x 1 , y — y* , z — z' ; 
ceux qui se rapportent à la tangente sont proportionnels à 
dx', dÿ , dz' ; or pour que ces deux directions soient per- 
pendiculaires, il faut que le cosinus de leur angle soit nul ; 
d’où résulte pour tous les points du lieu : 

(x-x')dx' -f (y —y') dy 4- (z — z)dz = o. 

175. On peut encore obtenir l’équation du plan normal 
en le considérant comme la limite du plan qui renferme les 
points communs à deux sphères égales ayant leurs centres 
en deux points de la courbe infiniment voisins. 

Soient x',y', z', les coordonnées du premier point, 
x! -(- dx 1 , y' -f- dy 1 , z' dz', celles du second, et R le 
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rayon des sphères ; l’équation de la première est 
(x — *')* + {jr — y )* -f (z — z')‘ = R’ ; 


celle de la seconde est 


{x — x — dx’Y -|- (jr — y — dj'Y -J- (z — z — dz'y = R 3 . 

Elles ont lieu en même temps pour les points communs, 
et si on les soustrait l’une de l’autre, on trouve , en négli- 
geant les infiniment petits du second ordre, 

(x — x') dx -f- (j — y) dj -(- (- — z ) dz — o. 

Cette équation étant du premier degré, est celle du plan qui 
contient le cercle d’intersection des sphères pris à sa li- 
mite, ou du plan normal. 

Toute ligne située dans le plan normal est dite normale 
à la courbe. 

Tout plan passant par la tangente est nommé plan tan- 
gent à la courbe. 

Plans tangents , plans normaux , et normales 
aux surfaces courbes • 

176. Plan tangent. Une tangente à une surface est la 
limite vers laquelle tend une sécante menée par un point 
de cette surface, lorsqu’un second point d’intersection 
tend vers le premier. 

Ce second point pouvant tendre d’une infinité de ma- 
nières vers le premier, il y a une infinité de tangentes à la 
surface en ce point. On démontre que le lieu de toutes ces 
tangentes est un plan et on lui donne le nom de plan 
tangent. 
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Pour déterminer en général lo lieu de ces tuugeules . 
soit F (a:, y, z) — o, ou z =f[x,y ) F équation de la 
surface. 

Les équations d’une tangente quelconque au point 
x > ,y', z seront 


dx , 

3T (î 


z), 


les limites des rapports ■> ^rSOnt indéterminées, mais 
liées entre elles par l’équation 


dx dy' 


dans laquelle p et q représentent les dérivées partielles 

(£')’ (^0’ tink ‘ 8 Je r<f< i uation z =f( æ ’j)- 

dx dy' 

Si l’on élimine des trois équations précédentes, 

on aura l’équation du lieu de toutes les tangentes. On 
trouve ainsi 


i 



? 


(y —y') 

z — z ’ 


ou 


ou 


Z — Z=p(x — x) + q(y —y ') , 


, dz , dz , 

z ~ z = d7 —y)* 


dy’ 


et ^y- désignant les dérivées partielles de la fonction 
de x et y qui exprime la valeur de z. Cette équation étant 
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du premier degré par rapport à x, y, z, il s’ensuit que le 
lieu des tangentes est un plan. 

L’équation du plan tangent prend une autre forme quand 
l’équation de la surface est de la forme F (a?, y, z)—o, 
et non résolue par rapport à z. 

On déterminera , et -j— par les équations 

dF dF dz _ dF dF dz _ 
dx' ' dz dx °’ djr' dz djr' °’ 


et l’équation du plan tangent sera 
, dF dF 


, dF 

■ 2) d7 = °- 


177. Normale. La normale est la perpendiculaire au 
plan tangent, menée au point de contact-, ses équations 
seront donc 


, dz , , dz' , 

*- x =-dZ (2 - 2) ’ =~W {Z ~ ) ' 


OU 


dF , dF , dF , dF 


djr" 


178. Plan normal. Si, au point de contact d’une tan- 
gente à une surface , on mène un plan perpendiculaire à 
cette ligne , on aura un plan normal à la surface. On trou- 
vera son équation, soit en partant des équations d’une 
tangente, soit par l’intersection de deux sphères égales 
dont les centres se rapprochent indéfiniment. De cette ma- 
nière on aura pour l’équation d’un plan normal quelconque 
au point (x 1 , y , z') 

(x — x')dx -f (j- — y)dy' -f- (2 - z) dz' = o. 
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Elle est indéterminée parce que les accroissements dx' , 
dy', dz' ne sont assujétis qu’à la condition 

dz pdx -h qdy = dx + dy' -, 

si l’on substitue cette valeur de dz', on obtient 



1 . ,r , dz’ 

L— * 

J -+- w\r -r (* - * ) J 


Cette équation changera avec le rapport que l’on établira 
entre dx', dy 1 , et représentera tous les plans normaux au 
point donné. 

i 79. De cette équation du plan normal , on peut déduire 
celle de la normale et par suite du plan tangent. En effet 
on voit qu’elle est satisfaite quel que soit le rapport de dy' 
à dxd , si l’on pose les deux équations 


(a: — x') ~ {z — z') — o, y — y' + —■ (z — z') = o. 


Donc tous les plans normaux se coupent suivant une même 
droite, représentée par ces deux équations. Cette droite 
étant perpendiculaire à toutes les tangentes, ces dernières 
sont toutes dans un même plan , ayant pour équation 


z 


dz' , dz' , 

=dx- + - d ÿ(jr-yh 


On trouve aiusi , indépendamment de la première méthode, 
les équations du plan tangent et de la normale. 

180. Plan oscillateur. On appelle ainsi la limite vers 
laquelle tend le plan qui passe par trois points d’une 
courbe, qui tendent indéfiniment à se réduire à un seul. 
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Soient x',y, z' les coordonnées d’un point quelconque 
de la courbe , x' -f- dx', y dy, z' -}- dz ' celles 
d’un point infiniment voisin-, et x 1 -f- id'x -f- d'x', 
y' -f- 2 dy 1 -f- d'y', z’ - j- 2 dz' -f- d‘z' celles d’un troisième 
point de la courbe, les différentielles étant déterminées 
d’après les accroissements égaux d’une variable quelcon- 
que , dont x',y' , z' sont des fonctions déterminées. 

Tout plan qui passe par le premier point a pour équa- 
tion 

i — z — a (x — x) -f b {y —y) ; 

pour qu’il passe par les deux autres, on aura les conditions 

dz' — adx' -f- bdy' , 
d'z' = ad'x' -}- b d 'y ; 

et l’on doit toujours regarder ces équations comme ayant 
lieu entre les limites des rapports 

dx' dy dz d*x' d'y' d‘z 

FF’ TF' Tt' ~dF ’ IF' FF' 

C’est pour simplifier le calcul qu’on omet les diviseurs dt 
et dt ’. 

Les valeurs de a et b tirées de ces deux équations, et re- 
portées dans celle du plan, donnent l’équation du plan 
osculateur , qui est 

• — x' \dy'd*t' — dzd'X) -+- (y — y 1 ) [dt.' d'x' — dx'd*s’) -+- (* — s') {dx'd'y' — dy'd'jf) — o. 

181. Si l’on cherchait la limite des plans passant par la 
tangente en un point d’une courbe et par un autre de ses 
points tendant vers le premier, il est facile de voir qu’on 
retrouverait le plan osculateur. 
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En effet les équations «le la tangente sont 


, dx , 

X ~ X =-ü {z - Z) 


, dj' 

’ •^-■ r== rf7 (z 


— O» 


et le plan dont l’équation est 

z — z' “ a (x — x) -f- b {y — y'), 


contiendra cette tangente, si l’on a 

i = a -+• b ~ 3 ~r y ou dz = a dx' -+• bdÿ , 
dz dz 

ou, prenant t pour variable indépendante, 


dz' 

~dt 


dx' . . dy' 

' M -T-* 

dt dt 


Pour que ce même plan passe par un point ayant pour 
coordonnées x -f- dx 1 , y 1 -{- dÿ , z' + dz\ il faudra que 
l’on ait 

dz = a dx’ -f* bdy 


Mais on ne pourra dans cette équation négliger les termes 
du second ordre , parce que tous ceux du premier dispa- 
raissent, en vertu de l’équation précédente. 

En effet sil’on développe les différences, et qu’on se borne 
au second ordre, on aura, en considérant les rapports dif- 
férentiels pris à leurs limites. 


, , dz' cPz dl * ,, dy d'y dt * 

dz = dï dl + ‘dï T djr ~ ~dr dl + lîïT’- -’ 


dx' 

~dt 


dx' = ^-dl + ~ — +... 

1 Ai-* 1 


d‘x' dt % 
dt 1 1 
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Substituant dans l'équation ci-dessus, les tenues qui 
renferment fît au premier degré disparaissent, et il reste, 
en négligeant les infiniment petits du troisième, et divi— 
dt ' 

sant par — , 

d'z d‘x' , d‘r , 

di‘ de de -TJ 

Les coefficients a et b sont donc déterminés par les mêmes 
équations que précédemment, et l’on trouve l’équation du 
plan osculateur. 

182. Angle de contingence. On appelle ainsi l’angle 
de deux tangentes infiniment voisines. Ces tangentes n’é- 
tant pas dans un même plan , leur angle est celui de deux 
droites qui passeraient par un même point et leur seraient 
parallèles. Soient a, b, c, les cosinus des angles formés 
avec les axes par la première tangente -, a -f- da , b -j- db , 
c -f- r/c, ceux qui se rapportent à la seconde; le cosinus 
de l’angle co de ces deux directions sera 

COB ce — a* b* -h c* ada -4- hdb ede — I -f- ada bdb cdc. 

De l’équation a s -f- b' -f- c’ = i on tire 

2 ada -|- ibdb -f- icdc -f- da' + db 1 -f- de * = o ; 

donc 

« da' -f- db' -f- de' 

i — cos a = 2 sm s - = . 

2 2 

Si l’on remplace sin w par u> il vient 
= da' -f- db' -4- de' , ou a = \/ da' -j- db' -J- de'. 
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On pourrait encore établir cette formule par des considé- 
rations géométriques. 

Or on a 


a 


dx 

27 ’ 



dz 

57 ’ 


d’où l’on tire 


, dsd'x — dxd's „ dsd‘r — drd’s 
da = — , db — - J J 


ds ’ 
de — 


ds À 


dsd‘z — dzd*s 
d? ; 


substituant ces valeurs dans celle de o> et observant qu'on a 

ds * = dx* -f- djr 4 -j- dz * , 
dsd’s z= dxd'x -f- djd’jr dzd'z , 

on obtiendra 


« = 4- \/d*x* dy* -f- d'z* — d‘s\ 
as 

On peut faire disparaître d*s de cette expression , en tirant 
sa valeur de l’équation précédente : on trouve , toute réduc- 
tion faite, 

cc = 1 / ( dyd*z — dzd*y)* “ 4 - (dsd*x — dxd *z) % -+- ( dxd*jr — djrd*x) % . 

i83. Si, au lieu de chercher l’angle de deux tangentes en 
des points M, M 7 infiniment voisins ( fig. 9) , on cherchait 
l’angle de la corde MM' avec la corde M'M", en suppo- 
sant les deux points M'M" correspondants aux accroisse- 
ments égaux d’une variable quelconque t, on trouverait la 
même expression pour l’angle TM'M". En effet , les cosinus 
des angles de MT avec les axes sont les rapports différentiels 
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de leurs limites respectives. Le changement de t en t-{-dt 
donnera donc les mêmes accroissements dans les uns et les 
autres, en négligeant les quantités d’un ordre supérieur à 
celui des accroissements. Il est donc inutile de recommen- 
cer ici les calculs précédents -, et la valeur de TM'M" aura 
la même expression que celle de l’angle de contingence «. 

1 84- Cercle oscillateur. Dans les courbes à double 
courbure, comme dans les courbes planes, nous appelle- 
rons cercle osculat.eur la limite du cercle qui passe par 
trois points infiniment voisins, et qui se trouve par consé- 
quent dans le plan oscillateur. 

SoitM(^g-. i o) un pointquelconque de lacourbe ; M', M" 
des points qui s’en approchent indéfiniment -, O le’ point de 
rencontre des perpendiculaires menées par M , M" à ces 
deux cordes , dans le plan qui les contient : M'O sera le 
diamètre du cercle passant par M, M', M". L’angle O a 
pour mesure l’aéc de cercle MM'M" divisé par le dia- 
mètre MO. Or on peut substituer à cet arc celui de la 
courbe, ou zds -j- d’s. 

2 ds 

On aura donc M'O = -q- en négligeant d's. 

Mais l’angle O est égal à •TM'M" qui peut être remplacé 
par l’angle de contingence « relatif à l’arc ds. On aura 
donc , en désignant par R le rayon du cercle osculateur, 
d s 

R = — , ou , en remettant pour w les deux expressions 
données précédemment, 


R = 


ds* 


R = • 


1/ ~d*x* ■+■ d*y* -4- d*z* — d's* 
ds 1 


(djd'z — ds d*})' -H ( dzd'x — dxd'z)* -i- [djrd'r — drd*r * 

i3 
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i85. Angle de torsion. On appelle ainsi l’angle de deux 
plans osculateurs consécutifs. 

Soient «, 8, y les angles que fait avec les axes la nor- 
male à un plan oscuiateur-, on aura, d’après l’équation 
de ce plan, x, y, z étant les coordonnées du point de la 
courbe , 

drd's — did'r „ dtd'x — dxd’t dxd') — dyd'x 

cos«= jj , cosC = —jj , cos y — g , 


en posant 

D = V^djd'z - ded'y)' -+- (dzd’x — dxd't)* -+■ (dxd'y — dyd'x)'. 

La normale au plan oscuiateur infiniment voisin fera avec 
la précédente un angle égal à celui des deux plans; si on 
le désigne par U , on aura, par un calcul semblable à celui 

qui a donné l’angle de contingence, 

* 

U == [/ (d . coset )* + (d . cosC)* -f- (d . cosy)*. 

Telle est l’expression de l’angle dont le plan de deux côtés 
voisins du polygone infinitésimal , tourne autour du second 
pour venir passer par le troisième. Mais il faut l’obtenir en 

fonction des différentielles de X, jr, Z\ pour cela, posant 

/ 

dx d'z — de d'r = X, de d' x — dxd'e=z Y, dx d'y — dyd'x = 7., 
d’où 

dyd 3 t -r- dzd*jr = dX, dzd'x — dxd l z = dY ) dxd*jr — dCr = <fZ, 

on trouvera 

l/[X> + Y* + Z‘) (XdX-t-YrfT H-ZdZ)- 

U = X> +Y- + Z- 

V/(YdZ - ZdY)* (Z dX -XdZ)’ (\d\ - YdX)> 

, X> Y» -t-Z“ ' “ ‘ , 
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\dZ — ZdY _ ZdX — XrfZ _ XdY - Y dX 
dx ~ dy ife T 

= $pr (d*J-d‘s — d'zd'y) -+- dy {d'zd'x — d'xd*z) .+- dz {d'xdlj — d'y rf’x) . 


Donc 

_ dr(d\r d'z-^-d' zdh -f dy[d'zd*x — d’xd*z)-hd z(d’xd*x — d\y d'x 

{dyd'z — dzd'y j » -+- (dzd*x — dxd'zf -+- (dxd'r — dyd'x ) » 


II n’y a pas lieu Je représenter cette seconde courbure par 
celle d’un cercle qui se présente aussi naturellement que le 
cercle osculateur qui mesure la première. 

186. Si le rayon de la première courbure est infini pour 
tous les points d’une ligne, tous les côtés du polygone in- 
finitésimal inscrit dans cette ligne sont dans le prolonge- 
ment les uns des autres, et par conséquent cette ligne est 
droite. La condition pour qu’une ligne soit droite pourrait 
donc s’exprimer par l’équation différentielle 

{dyd'z — dzd’y)* -+- (dzd*x — dxd'z)' -(- (drd'y — = o, 


d’où l’on lire les trois équations 


♦ 

dyd'z — dzd'y — o, dzd>x — dxd'z = o , dxd'x — dyd'x = o 


ou encore 





conditions faciles à vérifier d’après les équations générales 
de la ligne droite. 

Si la seconde courbure est nulle, tous les plans oscula- 
teurs se confondront, et la courbe sera plane. La condition 

1 3 . . 


* 
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pour qu’une courbe soit plane est donc exprimée par l’équa- 
tion différentielle 


dx^d i j'd i z — d^zd^y) -f- 4y{d'zd*x — d*xd^z) -+- de [ibxd^j — d*fd*x) = o, 


équation qui se réduit à 

d‘j-d i z — d ! z df = o, 

si l’on prend x pour variable indépendante. 

On vérifie bien facilement que cette relation existe pour 
tous les points d’une ligne située tout entière dans un plan. 

187. Surface polaire. Si l'on conçoit un polygone in- 
finitésimal inscrit dans une courbe à double courbure, et 
qu’ou élève des plans perpendiculaires au milieu de ses 
côtés successifs , la ligne d’intersection de deux de ces plans 
consécutifs sera le lieu des pôles du cercle passant par les 
trois sommets correspondants du polygone; et sa limite, 
sera le beu des pôles du cercle osculateur vers lequel tend 
le cercle variable. 

Il est facile de reconnaître d’ailleurs que l’on trouverait 
la même ligne en cherchant la limite de l’intersection de 
deux plans normaux consécutifs. 

Si l'on agit de la même manière en tous les points de la 
courÈe donnée, on obtiendra une suite de lignes polaires 
qui formeront une surface qu'on nomme surface polaire. 
Elle n’est autre chose que le lieu des centres des sphères 
limites de celles qui ont trois points infiniment voisins, com- 
muns avec la courbe. Cette surface est développable, car 
elle se compose d’éléments plans indéfinis compris entre 
les deux intersections successives de trois plans consécutifs. 
Déplus, ces éléments plans ont pour limite de leurs direc- 
tions, celles des plans tangents : donc tous les plans nor- 
maux à la courbe sont tangents à sa surface polaire, et cette 
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dernière peut être considérée comme la surface enveloppe 
de ces plans. 

1 88. Sphère osculatrice. On désigne sous ce nom la 
limite des sphères qui ont avec la courbe quatre points 
communs qui se rapprochent indéfiniment. Le centre de 
la sphère passant par quatre sommets consécutifs du poly- 
gone inscrit, est à la rencontre des deux droites suivant les- 
quelles se coupent les trois plans perpendiculaires aux trois 
côtés consécutifs du polygone ; c’est le point commun à 
deux droites polaires consécutives. 

Les centres de ces sphères successives déterminent un- 
polygone qui tend vers une courbe dont les droites polaires 
sont les tangentes; cette courbe est donc l’enveloppe des 
polaires. Elle est aussi l’arète de rebroussement de la sur- 
face développable lieu de ces polaires, c’est-à-dire de la 
surface polaire. 

18g. Équation de la surface polaire. Celte surface est 
, le lieu des intersections successives des plans normaux, ou 
encore, des normales à la courbe donnée. Or l’équation 
d’un plan normal quelconque est 

(i) (x — x') dx'-\- (j- — y') + (z — z ) dz = o. 

Si l’on donne à la variable indépendante t , dont on regarde 
x l ,y l , z’ comme des fonctions connues , un accroissement 
infiniment petit dt, et que l’on considère le plan normal 
au point voisin qui en résulte, son équation se composera 
des mêmes termes que la précédente , plus les termes résul- 
tants du changement des quantités x', y' , z' dx', df, dz' . 
Les premiers termes s’annullent pour les points communs 
aux deux plans, et il reste, en négligeant ceux du troi-> 
sième ordre , 

(2) {x~x')d‘x +{j-~f)dy' + {z—z')d , z—ds' 1 —o. 
Les équations (1) et (2) ont donc lieu entre les coordonnées 
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.r , y, z de tous les points d'une des génératrices delà sur- 
face polaire, pourvu que l’on ne considère que les limites 
des rapports différentiels qui s’y trouvent. 

Donc on aura l’équation delà surface polaire, en élimi- 
nant X 1 , y', z' entre les équations (i), (2) et celles de la 
courbe donnée. 

190. Centre île la sphère osculalrice. Ce cefttre est la 
limite du point de rencontre de trois plans normaux con- 
sécutifs, ou de deux droites suivant lesquelles se coupent 
les deux premiers et les deux derniers de ces plans. L’une 
est représentée par les deux équations (1), (2); l’autre par 
ces équations dans lesquelles on change t en t -j- dt. Pour 
le point commun aux deux droites, les différentielles des 
équations (1), (a) par rapport à x 1 , y 1 , z' , dxf, . . ., seront 
donc nulles, et il résultera delà cette nouvelle équation 


( 3 ) (x — x')d'x’+(y — j) dÿ‘~y (z— z) cPz — 3ds'd J s’ = 0. 


Les équations (1), (2), ( 3 ) donnent le centre de la sphère 
osculalrice correspondante au point (x 7 , y 1 , z') -, et l’on 
aura les équations du lieu de ces centres, ou de l arète de 
rebroussement de la surface polaire, en éliminant x',y', z' 
entre ces trois équations et celles de la courbe donnée \ d’où 
il résulte deux équations entre x,y, z. 

191. Il est facile de reconnaître , au moyen des équa- 
tions ( 1), (2), que tout plan normal à la courbe est tangent 
à la surface polaire. En effet, considérons sur cette dernière 
un point quelconque infiniment voisin de celui qui a pour 
coordonnées x ,y, z et qui se trouve dans le plan normal 
déterminé par l’équation (1). Soient dx , dy, dz les diffé- 
rences de leurs coordonnées : les équations (1), (2) sont 
satisfaites par les coordonnées du premier point ; et elles le 
seront par celles du deuxième, si l’on considère le plan 
normal infiniment voisin qui passe par ce deuxième point. 

Or si l'on donne à x, y, z , x 1 , ■/, z' les accroissements 
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correspondants dx , dy, dz , dx 1 , dj', dz' dans l’équa- 
tion (x), il restera , en vertu de l'équation (2) , 

dx dx' -f- dy dy' -f- dz dz' — o. 

Mais la droite qui joint les deux points pris sur la sur- 
face polaiie, et finit par lui être tangente, fait avec les 
axes des angles dont les cosinus sont proportionnels à • 
dx , dy, dz ; l’équation précédente prouve donc que cette 
droite est perpendiculaire à la tangente à la courbe au 
point ( x' , y* , z'), et que par conséquent elle est située dans 
le plan normal, au même point de cette courbe, puis- 
qu’elle a déjà le point (x, y, z) commun avec ce plan. 

192. Centre de courbure. Le centre du cercle oscula- 
tcur, ou le centre de la première courbure, se trouve dans 
le plan osculateui-, et sur la droite polaire du point que l’on 
considère sur la courbe. On aura donc ses coordonnées en 
cherchant les valeurs de x^y, z qui satisfont aux équations 

, (J — x) dx’ -f (y —y') dy + (z — z') dz' = o, 

(x — x') d J x , + ( y —y') d 7 f •+•(* — z')dz — ds'\ 

x— x') (<(r V»*'— dz'd'x’) -f- (X —y 7 ) (dz'd'x' — dx'd'z') -t- (z — z') (dx'd'y' — dx’d'x') = o. 

Ces valeurs de x , y, z sont données par les formules sui- 
vantes 

z — z' — \dy' (dj'd'z' — de' d'y’) — dx’ (dz’d'x’ — dx'd'z’)], 

X -y’ = [dy ( dx’d'y ’ - dx ’d'x’) - dz’ (dy’d'x’ - dz’d'y% 

x — x’ XX [dz’ (dz'd'x 1 — dx’d'z’) — dy’ (dx’d'y’ — dy’d'x’)], 

R désignant le rayon de courbure, dont la valeur est 

R _ 

t / ( dy ’d'z ’ — dz’d'y’ )'-i-(dz'd'x' —dx’d'z’)' -h(dx'd'y’ — dy’d'x’)' 

Si , au lieu de déterminer les coordonnées du centre de 
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courbure, on voulait les équations du lieu de ces centres, il 
suffirait d’ éliminer x',y, z 1 entre les trois premières « qua- 
tions et celles de la courbe donnée; les deux équations ré- 
sultantes entre x , y, z seraient celles du lieu demandé. 

193. Contact des courbes à double courbure. Cette 
théorie est semblable à celle que nous avons donnée pour 
les courbes planes; seulement, au lieu de couper les courbes 
par des droites parallèles à un axe , il faudra les couper par 
des plans parallèles à l’un des plans coordonnés, par 
exemple au planÇjr,^). Ainsi lorsque deux courbes auront 
un point commun z '), et qu’en les coupant par un 

plan parallèle au plan (x, y) et situé à une distance infini- 
ment petite dz' du point commun , la distance des deux 
points ainsi obtenus sur ces courbes sera infiniment petite , 
de l’ordre n -f- 1, on dira que les courbes ont un contact 
de l’ordre n. On reconnaît facilement que l’ordre de cette 
distance infiniment petite est le même pour des plans 
coordonnés quelconques, pourvu que les tangentes à ces 
courbes au point commun ne soient pas parallèles au plan 
sécant. La projection d’une droite sur un plan étant égale 
au produit de cette droite par le cosinus de son inclinaison 
sur ce plan , le rapport des longueurs de la droite et de sa 
projection a une limite finie , si la limite de cette droite ne 
fait pas un angle droit avec le plan. Donc les trois projec- 
tions orthogonales d’une droite variable de grandeur et de 
direction , sont en général des grandeurs du même ordre 
que cette droite ; et il en est toujours ainsi pour deux de ses 
projections au moins : il ne peut y avoir qu’une d’entre 
elles, au plus, qui soit infiniment petite par rapport à cette 
droite. D’où il suit que pour que deux courbes à double 
courbure aient un contact de l’ordre n, il est nécessaire et 
suffisant que deux de leurs projections aient un contact de 
cet ordre; ce qui ramèneàla théorie du contactdcs courbes 
planes. Ainsi les conditions pour que ce contact ait lieu au 
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point dont les coordonnées sont-r',^', z consistent en ce 
que pour la valeur z' de z , les quantités 

dx dy d*x dy d’x d"y 

X ’ dz ’ dz ’ dz À ’ dz' ' " ‘ " ’ dz* ’ dz" 


aient les mêmes valeurs d’après les équations de ces deux 
courbes. On obtiendra donc encore la courbe osculalrice 
d’une espèce donnée, eu déterminant les coefficients de ses 
équations de manière qu’il en résulte le plus de dérivées 
communes avec la courbe donnée , à partir des premières. 
Si les projections sur un plan avaient un contact plus élevé 
que les projections sur un autre , il suit de ce qui précède 
que le moins élevé des deux exprimerait l’ordre du con- 
tact des deux courbes proposées. 

194. Droite osculalrice. Les équations générales d’une 
droite étant 

x = az + «, y = bz + G, 


les équations qui détermineront a, x, b, S, seront 

, , , „ dx' dy' . 

x' — az + a, y — bz ■+■ C , -^ — a, — — b, 


les dérivées ^7-, étant tirées des équations de la courbe 

dz' f dz ' 

donnée. La droite osculatrice a donc pour équations 


, dx' , , dy' 

x — x'= — (2-z ), y y =-p-(*-z ): 


dz' 


ce sont celles que nous avons déjà trouvées pour la tan- 
genle. 

ig 5 . Cercle oscillateur. Les équations les plus com- 
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modes pour la détermination d'un cercle dans l'espace 
sont celles d’une sphère et d’un plan. Soient donc les équa- 
tions générales du cercle 

(0 ( z — y)’ + Cr— S)* + (x— «) a =R 3 , ( 2 ) s+ax+/^-fc=o ; 

diirérentiant deux fois ces équations , en considérant x et r 
comme fonctions de z , et les autres quantités comme cons- 
tantes, on aura les équations suivantes : 


(3) (a — v) + (.jr — î)^J + (* — «)^ = o. 


djr a dx* 


dy 


d‘x 


(4) ■ + jfr + ^ + (J'-0^ + (*-.> 3ï T 


dz 


dz % 


dz 1 


(5) 

( 6 ) 


dx , , dr 

' + a :ü + b d~z=°’ 


d*x 
dz * 


» a "J 

+ 4 JF = 0 


On remettra dans ces six équations , au lieu de x, y, z , les 
coordonnées du point donné de la courbe , et l’on rempla- 
cera toutes les dérivées par celles que. donneront les équa- 
tions de cette même courbe. On en déduira les valeurs de 
six des constantes a, b, c, a, S, y, R, et il en restera une 
indéterminée , parce qu'on peut faire passer une infinité de 
sphères par un même cercle. 

Les coefficients a, b , csont entièrement déterminés, et 
l'équation du plan devient, eu désignant para:', y’, z' les 
coordonnées du point donné, , 

(* — s’) (dx'd*y — dyd % x') — dz'd*y' (x — x') -4- dz’d'x' (/ — y‘) = o. 

Cette équation n’est autre chose que celle du plan oscula- 
teur, dans laquelle z est pris pour variable indépendante. 
Les équations (3), (4), dans lesquelles on regardera «, ê, y 
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rommc variables, représentent deux plans qui sont perpen- 
diculaires au plan (a), en vertu des équations ( 5 ), (6). Les 
centres des sphères sont donc sur une perpendiculaire au 
pian du cercle, et elles couperont toutes ce plan suivant 
un même cercle, puisqu’elles passeront d’ailleurs par un 
même point (x', y', z'). 

Il est facile de reconnaître dans les équations ( 3 ), ( 4 ) 
celles qui déterminent la droite polaire relative au point 
(x',y', z' ) quand on prend z pour variable indépendante •, 
et comme le centre du cercle s’obtiendra en cherchant l’in- 
tersection de cette droite avec le plan du cercle, on retrouve, 
d’après ce nouveau point de vue , tout ce qui avait été dé- 
terminé relativement au cercle osculateur, d’après des con- 
sidérations différentes. 

Contact des surfaces. 

196. Lorsque deux surfaces ont un point commun 
(x', y ! , z'~) et qu’en faisant varier x',y' de quantités infi- 
niment petites quelconques dy', la différence des va- 
leurs de z correspondantes est un infiniment petit de l’ordre 
n -J- i, on dit que ces surfaces ont un contact de l’ordre n. 
L’ordre de cette différence est le même pour toutes les di- 
rections qui ne sont pas parallèles aux plans tangents à ces 
surfaces, au point que l’on considère: il résulte de là que deux 
surfaces auront un contact du premier ordre, lorsque pour 
une même valeur de x' , y' on tirera des équations de l’une 

et de l’autre les mêmes valeurs pour z', ^7, 

Elles auront un contact du Second ordre lorsqu’elles 
donneront en outre les mêmes valeurs pour les coefficients 
différentiels partiels du second ordre 

d’z' d’z' d'z' 
dx ' 1 ’ dx'dy 1 ' dy'*' 
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Enfin ie contact sera de l’ordre n lorsque tous les coeffi- 
cients différentiels seront les mêmes jusqu’à cet ordre in- 
clusivement. 

La surface osculatrice d’une espèce donnée se détermi- 
nera comme les courbes osculatrices , en établissant le plus 
grand nombre possible de dérivées communes entre les 
fonctions qui expriment la valeur de z dans son équation 
et celle de l’autre surface que l’on considère. 

197. Plan oscillateur à une surface. Soit l’équation, 
générale d’un plan 

z = ax -J- b y + c; 

on aura pour déterminer a, b, c les équations 


z' — ax' b y' -f- c, 



dz' 

dj' 


= à. 


dP' df~' 1 équation de la surface donnée. 

L’équation du plan osculateur sera donc 


. dz . dz . . 

z-z = —, {x - x) + — { jr- y ). 


Ce plan n’est donc autre chose que le plan tangent. 

198. Sphère osculatrice à une surface. L’équation la 
plus générale d’une sphère ne renfermant que quatre cons- 
tantes arbitraires, on ne peut en généra] établir un contact 
du second ordre entre une sphère et une surface donnée , 
puisqu'il en résulterait six équations de condition. On 
ne pourra donc établir entre ces surfaces qu’un contact 
du premier ordre. Il restera une constante indéterminée 
dans l’équation de la sphère, et l’on pourra en profiter de 
manière à déterminer un contact du second ordre avec 
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l'une des courbes que l’on peut tracer sur la surface -, mais 
ces recherches nous écarteraient de notre objet. 

19g. Contact des courbes et des surfaces. Si, à partir 
d’un point commun à une courbe et à une surface, on 
mène des parallèles à l’axe des z , on dira qu'il y a un 
contact de l’ordre n, lorsque la différence des valeurs cor- 
respondantes de z pour la courbe et la surface sera infini- 
ment petite de l’ordre n -f- 1 . On arrivera à des conditions 
du même genre que dans les cas précédents et dans le dé- 
tail desquelles nous n’entrerons pas. 

aoo. Développées. Si l’on considère une quelconque 
des normales en un point d’une courbe à double courbure , 
elle sera tangente à la surface polaire. Le plan normal mené 
par un point de la courbe infiniment voisin du premier, 
coupera cette normale en un point qui sera commun à 
deux normales infiniment voisines. En faisant pour la se- 
conde normale ce qui a été fait pour la première, et conti- 
nuant ainsi, on aura une suite indéfinie de normales à la 
courbe donnée, dont chacune rencontrera la suivante, et 
dont les points de contact avec la surface polaire seront 
infiniment rapprochés les uns des autres. Le point de con- 
cours de deux normales consécutives se trouvant sur l’in- 
tersection des deux plans normaux , se rapproche indé- 
finiment de la surface polaire qui est le lieu des limites des 
intersections des plans normaux consécutifs. 

Cette suite de normales détermine donc un polygone 
dont les côtés sont infiniment petits, et dont la limite 
est une courbe tangente à toutes ces normales, située sur 
la surface polaire et que l’on appelle développée de la 
courbe donnée. 

Comme on peut choisir une quelconque des normales à 
la courbe au point de départ, on obtiendra une infinité de 
développées aussi rapprochées que l’on voudra , et toutes 
seront sur la surface polaire, qui peut être considérée 
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comme en étant le lieu géométrique. Relativement à ces 
courbes que nous avons nommées développées , la première 
prend le nom de développante , à cause d’une propriété 
analogue à celle que nous avons reconnue dans les courbes 
planes, et dont nous allons donner la démonstration. 

Soient M.N, M'N' (Jig. 1 1) deux droites normales en M 
et M' à la courbe en question; N et N' leurs points de contact 
avec la développée; nous allons prouver que la différence 
des longueurs M'N' et MN est égale à l’arc NN', à un 
infiniment petit près, du second ordre au moins. En effet, 
si aux points M et N on conçoit deux plans perpendicu- 
laires à MN, la longueur M'P sera du second ordre puis- 
que la courbe M'M est tangente au plan; de plus, QP 
surpasse MN d'une quantité infiniment petite du second 
ordre. On peut donc prendre N'Q comme égale à la diffé- 
rence M'N' — MN, à une quantité près du second ordre. 
Mais la limite du rapport de N'Q à la corde l^N' est l’ uni té 
puisque les angles Q et N du triangle rectiligne QNN' 
tendent vers des angles droits. Donc N'Q diffère de l’arc 
N'N, tout au plus d’un infiniment petit du second ordre. 
Donc, enfin, la différence de deux normales consécutives 
MN, M'N' est égale à l’arc NN' compris entre leurs points 
de contact avec la développée , plus ou moins une quan- 
tité infiniment petite par rapport à cet arc, et qui, par 
conséquent, peut être négligée sans qu'il en résulte aucune 
erreur dans les limites des rapports ou des sommes. 

II résulte de là que si en deux points quelconques de 
la développée on mène des tangentes terminées à la déve- 
loppante, la différence de leurs longueurs est rigoureuse- 
ment égale à l’arc compris entre les points de contact. 

Et l’on voit par là que la différence entre M'N' — MN 
et l’arc NN', qui devait être au moins du second ordre, 
était réellement égale à zéro. 

Maintenant supposons un fil qui coïncide avec la déve- 
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loppée à partir d’un point quelconque, où il s’en sépare 
tangentiellement et se prolonge jusqu’à la développante. 
Si on le déroule en le laissant toujours tangent à la déve- 
loppée, il prendra successivement la position des diverses 
normales qui sont tangentes à cette courbe; et ces nor- 
males croissant précisément de la même longueur que le 
fil qui se déroule, ce sera toujours le même point de ce fil 
qui se trouvera sur la développante. Cette courbe sera 
donc décrite par l’extrémité du fil pris dans la première 
position. C’est cette propriété qui a fait donner aux deux 
courbes, l’une par rapporta l’autre, les noms de déve- 
loppée et développante. 

201. Le lieu des centres des cercles osculateurs d’une 

courbe à double courbure n’est pas une développée de 
cette courbe. En effet, deux plans osculateurs consécutifs 
sc coupent suivant une droite qui a pour limite la tangente, 
et ils forment entre eux un angle infiniment petit du pre- 
mier ordre. La distance du centre de courbure contenu 
dans le premier au second plan est donc un infiniment 
petit du premier ordre ; or sa distance à la normale con- 
tenue dans ce second plan est plus grande que sa distance 
au plan : donc cette normale n’est pas tangente à la courbe 
qui passe par ces deux centres , puisqu il faudrait pour 
cela que cette distance fût un infiniment petit du second 
ordre. Le lieu des centres de courbure n’est donc pas une 
développée lorsque la courbe que l’on considère n’est pas 
plane. * 

202. Les développées d’une courbe à double courbure 
jouissent de la propriété remarquable de se réduire à des 
lignes droites quand on développe la surface polaire sur 
un plan. ' 

Pour le démontrer, nous considérerons un polygone in- 
finitésimal inscrit dans la courbe donnée, et ayant ses côtés 
égaux ; ce qui revient à prendre l’arc pour variable indé- 
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pendante. Sur les milieux de ces côtés nous concevrons 
des plans perpendiculaires , dont les intersections forme- 
ront les arêtes de la surface développable qui, à la limite, 
devient la surface polaire. 

Or, si du point milieu d’un côte quelconque, on trace 
une droite dans le plan normal, elle coupera l’arète com- 
mune à ce plan et au suivant, en un point qui, joint au 
milieu du côté suivant, donnera une normale de ce côté; 
et il facile de voir que ces deux normales font des angles 
égaux avec l’arète que nous avons considérée. 

Cette seconde normale prolongée coupera l’arète com- 
mune au second plan normal et au troisième en un point 
qui, joint au milieu du troisième côté, formera une nor- 
male à ce côté faisant avec la seconde arête le même 
angle que la normale précédente , et ainsi de suite indéfi- 
niment. 

Maintenant si l’on développe sur un plan la surface qui 
renferme toutes ces arêtes, deux normales consécutives se 
rabattront l’une sur l’autre, puisqu’elles font le même 
angle avec l’arête sur laquelle elles se coupent; et le po- 
lygone infinitésimal , formé par les intersections de ces 
normales successives, apra tous ses côtés sur une même 
droite. Ce résultat ayant lieu quelle que soit la petitesse des 
côtés de ce polygone, aura lieu pour la courbe limite qui 
est une quelconque des développées de la courbe proposée. 

Donc, dans le rabattement de la surface polaire sur un 
plan , toutes les développées de la courbe deviennent des 
lignes droites. 

2o3. Dans le développement de la surface polaire, les 
côtés infiniment petits qui composent la développée ne 
changent pas de longueur : un nrc quelconque de cette 
courbe a la même longueur avant ou après le développe- 
ment; et il en serait de même de toute autre ligne tracée 
sur cette surface. Donc le plus court chemin d’un point 
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à un autre sur la surface polaire, est l’arc de la développée 
qui passe par ces deux points, puisque, devenant une ligne 
droite, il est plus court que tout autre après une transfor- 
mation qui n’a pas changé les longueurs. 

204- On peut encore remarquer que si l'on suppose 
un fil appliqué sur le polygone formé par les normales 
successives que nous venons de considérer, et prolongé 
suivant un quelconque des côtés jusqu’au milieu du côté 
correspondant du premier polygone, inscrit dans la courbe 
donnée ; et qu’ensuite on développe ce fil de manière à 
ce qu’il soit successivement dans le prolongement de cha- 
cun des côtés du polygone sur lequel il est appliqué, son 
extrémité passera par tous les milieux de côtés de l’autre 
polygone. Donc, si l’on passe aux limites des polygones, ou 
retrouvera la propriété démontrée précédemment par des 
considérations différentes . 

üo 5 . Équations des, développées. Si l'on désigne par 
x!, y', z? les coordonnées d’un point quelconque de la 
courbe proposée, l’cquation de la surface polaire s’obtienf 
en éliminant x', y', z' entre les deux équations de la courbe 
et les deux suivantes 

(x — x') dx' 4- (y — y) dy + (s — z) dz =o, 

(x — x') d“x' -f-(y — y) dy' -| - (z — z ) d‘z = ds’’ . 


Si maintenant on considère un quelconque des points dont 
les coordonnées x, y, z satisfont à ces équations, on 
passera de ce point au point voisin de la développée si la 
droite qui joint ces deux points est dans le prolongement 
de celle qui joint les points (x ; , y', z '), ( x,y , z~)\ ce qui 
aura lieu si les accroissements dx, dy, dz sont proportion- 
nels aux différences x — x' , y — y', z — z 1 . On tire- 


rait de là les deux équations 


d v x — . 


dy 

dz 


■ J ~ r 
2 — Z'' 

•4 
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Mais une seule sera nécessaire, parce que les précédentes 
expriment que les points ( x , y, z) ne cessent pas d’être sur 
la surface polaire. Une quelconque de ces deux équations 
étant jointe aux deux précédentes, et à celles de la courbe 
donnée, on aura cinq équations entre lesquelles on éli- 
minera x J , y', z' , et l’on obtiendra deux équations diffé- 
rentielles qui conviendront à l’une quelconque des déve- 
loppées. 


Application des théories précédentes à l’hélice. 

206. Si l’on désigne par a le rayon de la base du cy- 
lindre, et par m la tangente de l’inclinaison de l'hélice sur 
le plan de cette base , les équations des trois projections 
de cette courbe seront 


z z 

x — a cos — , y — a srti — , x * - 4 - r’ = a 1 . 
ma J ma J 

« 

L’axe des^r: passe par le point où l’hélice perce le plan de 
la base; et cette courbe, en s’élevant, tourne de l’axe des 
x positifs vers l’axe des y positifs. 

Ces équations différentiées donnent 


dx = — 

(l* X— — 


\.z l z l/l-fmï , 

— 8in dz , dy — — cos — dz. ds — — dz 

m ma m ma m * 


1 z » 

cos — dz * , 

m * a ma 


d'ï = — ■— — sin — cU\ 
m* a ma 


d*s — o. 


L’équation dp plan osculateur devient alors , en prenant 
z pour variable indépendante , 


• 1 1 * 

— mx sin P mr cos . 

ma ma 


Ce plan fait avec le plan de la base un angle dont le cosi- 
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t/ 1 +m 
celui de l’hélice avec le même plan. 
L’équation du plan normal sera 


et la tangente m. Il est le même que 


Z Z 

m(z — z') = x sin — — r cos — . 

ma J ma 


L’angle de contingence dont l’expression générale est 


v — ZT S V d’x' + dy> + dz * — ds\ 


<levient dans le cas actuel 


dz 

v = . 

am ^i+m 1 

L’angle de deux plans oscillateurs consécutifs est 
dz 

===== _ ou mv. 

a Ÿ i +m* 

Le rayon du cercle osculateur, dont la valeur générale 
ds 

est R = — sera égal à a (i sa grandeurest donc 

A 

constante et surpasse de ard le rayon de la base. Pour 
connaître sa direction il faut chercher l’intersection du 
plan normal et du plan osculateur. Les équations combi- 
nées donnent * 

/ 

* = z ,jr — a rtang--. 

ma 

Donc le rayon de courbure est constamment parallèle au 
plan de la base, et rencontre l’axe du cylindre. Le centre 


1 . 
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de courbure se meut donc sur un cylindre ayant même axe 
que le premier, et pour base un cercle dont le rayon est, 
am’ . Il décrit donc sur ce cylindre une hélice dont le pas 
est le même que celui de l’hélice proposée. 

*On trouvera le même résultat en calculant les coordon- 
nées du centre de courbure. Leurs valeurs sont 

z = z , y = — nm‘ sin — , x — — am cos — , 
ma • ma 

et l’on en déduit immédiatement les conséquences précé- 
dentes. * 

Déterminons maintenant les équatious d’une arête 
quelconque de la surface polaire, c’est-à-dire de l’inter- 
section de deux plans normaux infiniment voisins. Ces 
équations sont les suivantes : 

m (* — *') = x sin X COS — -, xcos- h J- sin — = — a m\ 

ma ma • ma ma 

Cette droite est nécessairement perpendiculaire au plan 
osculateur, et on le vérifiera facilement au moyen de ses 
équations. Comme d’ailleurs elle passe par le centre de 
courbure et qu’elle est perpendiculaire au rayon de cour- 
bure, elle est tangente au cylindre sur lequel se meut l’ex- 
trémité de ce rayon, et dont la base a pour rayon am*. 
De plus il est facile de reconnaître qu’elle est tangente à 
l’hélice décrite par cette extrémité. En effet, puisqu'elle 
est perpendiculaire au plan osculateur, elle fait avec le 

plan de la base un angle dont la tangente est — : or l’hé- 

m. 

licc qui est le lieu des centres de courbure, et dont nous 
venons de donner les équations, est tracée sur le cylindre 
dont le rayon estant 1 , et fait avec sa base un angle dont la 
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tangente est — . Donc 1 arête de la surface polaire est tan- 


gente à cette hélice, et la surface polaire est l’héliçoïdc 
développable dont cette hélice est l’arète de rebrousse- 
ment . 

Mais on sait que la sous-tangente d’une hélice sur le 
plan de sa base est égale à l’arc de cette base depuis l’ori- 
gine de l’hélioe jusqu'à là projection du point de contact. 
Donc la trace de la surface polaire sur le plan (xj) est 
la développante de la base du cylindre dont le rayon 
est dm’ . 

Si l'on veut avoir l’équation de la surface polaire, il 
faut éliminer z' entre les deux équations 


m(* — s') = x sin y cos — 

ma « ma 


x cos H y si ii — — — am 

ma ma 


Ajoutant les carrés des membres de ces deux équations , on 
obtient 

m‘[{z - z'y + =. x’ + y '-, 


substituant dans la sccqnde , on trouve l’équation cherchée, 
qui est 


r * T • /*• - . 

i , ,. in p = c %/ x ’ + - r ' il 

|_ ma~ r ’ V m*a- 

[mu y m<a» J 


La trace de cette surface sur le plan ( x y) a pour équation 


x vos 


/x a -4 •r“ , . /x‘-J-r* 

>s \/ — H: 1 — J sm i / 1 = — am'. 

V m*a‘ J V rt>'à‘ 


Cette courbe est la développante du cercle dont le rayon 
est am ' , et elle preud naissance au point de ce cercle situé 
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sur l’axe «les x , et du côté des x négatifs -, ce qui s’accorde 
avec une des propositions précédemment démontrées. 

Une hélice pouvant avoir ses deux courbures égales à 
celle d’une courbe quelconfjue en un de ses points, son os- 
culation sera d’un ordre plus élevé que celle du cercle-, 
die donnerait donc une idée plus exacte de la courbe à la- 
quelle on la comparerait. Les deux constantes m et a se 
détermineraient en égalant ses deux courbures à celles de 
la courbe donnée, au point considéré. 



f 
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U07. Toute operation nouvelle donne naissance à l'opé-* 
ration inverse , dans laquelle on prend pour donnée le ré- 
sultat de la première et pour inconnue l’une de ses données. 
La différentiation , ou l’opération par laquelle on déter- 
mine, soit la différentielle, soit la dérivée d'une fonction, 
conduit donc naturellement à la recherche de la fonction 
dont on connaît la différentielle ou la dérivée. Cette der- 
nière opération se nomme intégration. 

Il est d’abord nécessaire de démont rer que cette question 
admet toujours une solution. 

Soit F(x)f/.r la différentielle proposée; il s’agit de faire 
voir que, quelle que soit la fonction F(x), il en existe 
toujours une autre qui donne pour dérivée F(x) ou pour 
différentielle F (x)dx. C’est ce que l’on peut établir d’une 
manière très simple, par des considérations géométriques. 

En effet, si l’on conçoit la courbe dont l’équation serait 
y — F(x), l’aire comprise entre une ordonnée fixe et une 
autre ordonnée variable correspondante à l’abscisse X , est 
utie fonction de x , exprimable ou non au moyen fies 
fonctions élémentaires auxquelles on a donné des noms par- 
ticuliers. Or on a démontré flans le calcul différentiel , que 
la dérivée de cette aire par rapport à l’abscisse variable x 
est la fonction qui exprime l'ordonnée de la courbe : donc 
l’aire de la courbe dont l’équation est y = F (.r) , est une 
f onction dont la dérivée est F (.r) , et la différentielle 
F(x)r£r. 

Le problème a donc toujours une solution, -et il est fa- 
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cile de voir qu'il en a une infinité-, car si l’on ajoute une 
quantité quelconque indépendante de x à une expression 
qui satisfait à la question , on en aura une nouvelle qui sa- 
tisfera de même, puisque la dérivée delà constante est zéro. 

De plus nous avons démontré que deux fonctions qui 
ont la même dérivée ne peuvent différer que par une cons- 
tante : on aura donc la fonction la plus générale qui ait uue 
dérivée donnée, en ajoutant une constante arbitraire à 
une fonction particulière quelconque qui aurait cette même 
dérivée. 

On peut parvenir aux mêmes conséquences sans employer * 
aucune considération géométrique, au moyen d’une propo- 
sition importante que nous allons établir. 

208. Intégrales définies. Soit une fonction F(x) dans ' 
laquelle on fasse passer x d’une valeur quelconque X, à 
une autre valeur x, n , par les valeurs x,, x a ,...,*x„_,, x,„ 
croissant par intervalles infiniment petitS( 7 x,,î/x 1 ,...,i 7 x„,_|-, 
la somme des produits 

(1) F(x,)d.r, -f Ti*,) dx, . . 4 - F (x m _ r ) dx m _ , = s 

tendra vers une limite déterminée, indépendante de la loi 
que suivent entre eux les accroissements dx t , dx y , 
dx m _ , . On remarquera d’abord que l’on peut toujours sup- 
poser qucF(jc) varie danslc même sens depuis x t jusqu'au, 
car si cela n’était pas, on partagerait cet intervalle en plu- 
sieurs autres dans chacun desquels cette variation ne chan- 
gerait pas de sens. Admettons, pour fixer les idées, 
que F (x) croisse depuis x, jusqu’à x,„. La somme (1) sera 
alors moindre que la suivante : 

1 

(2) F(x,)dx, -f F(x 3 ) dx, -f . . . -J- F(x m ) dx m _ , =S. 

Si , pour abréger, on représente par y , , j,,..., , , y m 
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F(x t ), F(x,),..., F(x„_,), F(x m ) 

et par dy, , dy s dy nl _, , leurs différences; les deux 
sommes en question auront pour différence 

djr t dx, + dj, dx,+... + dy m _, dx m _, , 

expression qui est égale à la somme des facteurs dx, ou 
x,„ — x t ; multipliée par une valeur moyenne entre le plus 
petit et le plus grand des facteurs dy ; ce qui donnera un 
produit d’autant plus petit, que les accroissements des va- 
leurs dey seront eux-mêmes plus petits. 

Si maintenant on subdivise chacun des intervalles dx , 
la plus petite somme augmentera, la plus grande dimi- 
nuera : leur différence sera encore égale à x m — .r, mul- 
tiplié par une moyenne entre la plus petite et la plus 
grande des valeurs de dy, qui sont moindres que dans le 
cas précédent et peuvent devenir plus petites que toute 
grandeur donnée, en faisant croître x par degrés suffi- 
samment petits : cette différence elle- même peut donc 
devenir aussi près de zéro qu’on le voudra. Or lorsque deux 
quantités varient de telle sorte que la plus grande diminue 
constamment, tandis que la .plus petite augmente, en 
restant toujours au-dessous de la première, et que leur 
différence tend indéfiniment vers zéro , elles convergent 
nécessairement l’une et l’autre vers une même limite bien 
déterminée. Donc les deux sommes (i) et (a) tendent vers 
une limite commune , lorsque les accroissements arbitraires 
dx i , dx ty . . . , dx m _ i , tendent vers zéro. 

Il faut démontrer maintenant que celte limite est indé- 
pendante du mode de subdivision de l’intervalle x„, — x 
En effet, considérons deux lois de subdivision queleon- 
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qucs; elles conduisent chacune à une limite déterminée 
pour les sommes, et si l’on peut démontrer que la différence 
de ces limites fixes est moindreque toute grandeur assignée, 
il en résultera qu’elles sont rigoureusement égales. Soit 
donc, s’il est possible, d la différence de ces limites. On peut 
concevoir que dâns chacun des systèmes on soit parvenu 
à des sommes S, s et S', s', aussi peu différentes qu’on voudra 
de leurs limites, dont nous supposerons que la plus grande 
corresponde aux sommes S.v; de sorte que S et s soient 
toutes deux plus grandes que S' et s'. On considérera ensuite 
un mode de subdivision dans lequel les valeurs de x inter- 
médiairesentre x,,...,x m , soient toulescelles qui en trentdans 
les deux autres; on aura en conséquence deux nouvelles 
sommes S, , s,. La plus petite s, surpassera a et et S, au 
contraire sera moindre que S et S', mais de quantités qui 
peuvent être supposées aussi petites que l’on voudra, puis- 
qu’on a pu prendre les djr aussi voisins de zéro qu’il l’aura 
fallu pour cela. Donc les deux sommes s et s 1 diffèrent 
aussi peu qu’on le voudra l’une de l’autre , ainsi que de 
S et S'; et par conséquent ou peut parvenir à avoir 
S — s' < d, ce qui est incompatible avec la supposition 
que d soit la différence des limites qui sont comprises 
entre S et s'. Donc enfin la limite vers laquelle tendent les 
sommes s et S est indépendant); de la loi que suivent les 
éléments infiniment petits dans lesquels on décompose 
l’intervalle x,„ — x,. Celte limite unique se nomme Fin- 
tégrale définie de la différentielle F (x)dx entre les li- 
mites X , et x,„ ; on la représente ainsi 

.*• 

I F (x) dx. 

Jx , 

•>.09. Cela posé, considérons, au lieu de la limite parti- 
culière X m , une valeur indéterminée x; celle intégrale 
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sera ype fonction de x , dont il est facile de voir que la 
dérivée est F (or). En effet, si x croît de dx, l’intégrale 

/-* x /• or -+-dx t , 

y F (x) dx croîtra de J F (x) dx, qui est égal a 

l’intervalle. «fcc multiplié par une moyenne entre les va- 
leurs de F (x) correspondantes aux valeurs de X , entre 
X etx-f-r/x; on peut donc représenter l’accroissement 
de l’intégrale par dx F(x-j~0«fce), 9 étant compris entre 
o et-f-i, et la fonction F (x) étant supposée continue 
dans l’intervalle que l’on considère. Le rapport de cet 
accroissement à dx est F (x-J-6 dx) et tend vers F(x) 
quand dx tend vers zéro. Donc F(x) est la dérivée de 

la tonction f F (x)cfcc. 

J r, 

Il résulte de là que le problème qui a pour objet de dé- 
terminer une fonction dont la dérivée soit une fonction 
donnée quelconque, est toujours susceptible d une solu- 
tion , et l’on démontrerait comme précédemment que 
deux fonctions qui ont la même dérivée ne peuvent diffé- 
rer que par une constante. 

Mais cette dernière proposition peut encore être déduite 
d’une autre proposition dont on tait un fréquent usage , 
et que nous allons faire connaître. 

no. Soit une fonction f (x) , ayant pour dérivée/ ' (x). 
Si l’on fait passer la variable , d’une valeur particulière a 
à une valeur quelconque x, entre lesquelles c es fonctions 
restent continues, la fonction/(x) prendra l’accroisse- 
ment fini /(x) — f (ai), que l’on peut regarder comme 
identique avec la somme des accroissements infiniment 
petits que recevra successivement la fonction , quand on 
passera de a à x par un nombre indéfiniment croissant de 
valeurs intermédiaires. Mais, d’après la définition de la 
dérivée, l’accroissement de/(x) résultant de l’accroisse- 
ment dx de la variable, elle produit/' (x) dx, ont pour 
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limite de leur rapport l’unité, quelque valeur de x qge l’on 
considère. Donc ,on peut remplacer l’une par l’autre ces 
quantités infiniment petites, sans que la limite de la 
somme cesse' d’être égale à la somme des premières , qui 
est J{x) — f{a )• D’où l’on tire cette ’ conséquence gé- 
nérale, que l’accroissement fini d’une fonction quelcon- 
que, résultant d’un accroissement donné à la variable, peut 
toujours être considérée comme la limite de la somme des 
produits de sa dérivée par l’accroissement de la variable, 
lorsqu’on y fait passer cette variable par toutes les valeurs 
intermédiaires entre la première et la dernière. 

Il est utile d’observer que dans chacun des produits 
F (pc)dx, on peut prendre au lieu de x toute valeur qui 
en diffère d’une quantité infiniment petite ; car la limite du 
rapport des éléments correspondants sera l’unité, puisque 
F (x), et par suite F (jc) xlx , aura varié d’une quantité in- 
finiment petite par rapport à lui-même. 

On pourrait même , au lieu du facteur dx , prendre une 
quantité qui en différerait d’un infiniment petit d’un ordre 
supérieur au premier, parce que la limite du rapport des 
éléments correspondants serait toujours l’unité. 

21 1. Il résulte de là une proposition déjà démontrée, 
et qui consiste en ce que deux fonctions qui ont la même 
dérivée ne peuvent différer que par une constante ; car les 
accroissements qu’elles prendront respectivement quand x 
passera d’une valeur quelconque à toute autre valeur, se- - 
ront les mêmes comme étant limites de sommes identiques : 
donc la différence des deux fonctions est la même quel que 
soit x. 

212. Intégrales indéfinies. La fonction la plus générale 
qui ait pour différentielle une expression donnée F (x)dx 
se nomme l’intégrale indéfinie de F (jx)dx, et se représente 
ainsi fF(x)dx. Elle est égale à une constante arbitraire, 
plus une fonction particulière quelconque qui ait pour dif- 
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férentielle F (x) dx ; elle peut donc être exprimée par 


/ F(.r )dx + C, 

Jx 0 

» x 0 étant une valeur particulière quelconque de x, et C une 

constante arbitraire. On aura donc en général 

' . * • 

J F (x) dx,— j F (x) dx -j- C. 


Si l’on pouvait connaître une fonction <p(x) dont la déri- 
vée fût F(x), et qui ne résultât pas de la somme des va- 
leurs de F(x)dx entre deux limites x„ et x , on aurait tou- 
jours la solution générale de l’équation en lui ajoutant une 
constante arbitraire. L’intégrale indéfinie serait donc don- 
née par l’équation 


f¥(x)dx = <p{x) ~b C. 


Si l’on connaît l’intégrale indéfinie de F(x)<ir, et qu’on 
veuille déterminer l’intégrale définie entre les limites a et b , 
on cherchera d’abord l’intégrale définie dont les limites 
seraient a et une valeur quelconque de x : elle sera ren- 
fermée dans l’intégrale générale <p(x) -j- C , puisqu’elle 
jouit de la propriété d’avoir F(x) pour dérivée. On aura 
donc 


J' F (x) dx 


<p(x) + C. 


Mais C n’est plus arbitraire , parce que le premier membre 
de cette équation étant nul pour x = a, il faudra que l’on 
ait 


0 (fl) -f- C = o ; donc C = — 0 (n) , 


# 
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et 

j F (x)dx-ip(x) — $>(«)• 

Si maintenant on fait x = b, on aura l'intégrale définie 
demandée 

('• F (x) dx — <p (b) 9 

J a 

ce qui s’accorde avec ce que l’on a vu précédemment , 
savoir , que la différence des valeurs d’une fonction quel- 
conque, correspondante à deux valeurs a et b de x, était 
la limite de. la somme des produits de sa dérivée par la dif- 
férentielle de la variable. 

Diverses méthodes d intégration. 

3. Intégration immédiate. Lorsqu’on reconnaît dans 
l’expression à intégrer la différentielle d’une fonction con- 
nue , il suffit d’ajouter à cette fonction une constante arbi- 
traire pour avoir l’intégrale générale demandée ; et il est 
bon d’observer que si Fou multiplie une différentielle par 
une constante quelconque , l’intégrale se trouve multipliée 
par le même nombre. Ainsi d’abord, en considérant les 
différentielles de toutes les fonctions simples , on formera 
un premier recueil d’intégrales indéfinies, renfermé dans 
le tableau suivant : 


d.x m + < = (m-+- 1 ) x m dx , . . 

C *"dx = — h- C, 

’ J m ■+- 1 


. , j a'dx = y +- C , je*dx = «' -4- C, 


i i , °c < ' 1 

d.\o S r = — - Jü- -- 

Ci ? == !2i5- i -c= i*+c, 

’ J x loge 


, jcosxdx = sin x -t-C, 
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'j.iW 


d.cosx=3 — sin xdx f , 
dx 


J.tang x — 


eos’x 

dx 


«/.col x = ; 

sin’x 


</.arc8»nx = 
(/.arc cos x = • 

d. arc langx = 
d . arc col x = 


dx 


V/ — 


J sin xdx = — cos x -f- C , 

r 

/ — — = tangx-h C, 

/ cos* x 

r dx 

I — = — cotx-pC, 

J sin a x 

/• dx 

I - - == ar< 

y V/ i — x* 


— dx 

r » — dx 

V i — x’ | 

H 

1 

’ dx 1 

r dx ^ 

I -H X»’ / 

1 x * 

— dx 

j 

r— dx 

H- .»* J 

' 1 -4-x* 


c sinx - 4 - G, 
= arc cos x-h C, 

arc tangx -f- C, 

= arc cotx h- C. 


Nous désignons ici par x une variable quelconque, qui 
pourrait être une fonction d’une autre variable. 

En d’autres termes, on peut remplacer x par une fonc- 
tion quelconque çp (x) dans toutes les formules précédentes. 
Ainsi, par exemple, la première donnera 


f [*(*)]«.*.*(*) = 


m -\- î 

11 y a une remarque à faire sur la formule 

/ x m + 1 

x dx = 4- C. 

m- H 


-h C. 


Elle devient illusoire lorsque l’on suppose m = — i . Dans 
ce cas la différentielle est — \ et son intégrale lx-f- C u’é- 
tant plus algébrique , ne saurait en effet être fournie par 

^m + i 

l’expression algébrique -f- C. 

Néanmoins comme la formule est exacte , quelque près 
que m soit de — i, on peut en déduire l’expression qui doit 
la remplacer dans ce cas particulier, en faisant converger m 
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vers la limite — 1, et choisissant la constante arbitraire de 
manière à ce que le résultat tende vers une limite finie. Il 
suffira pour cela de mettre le second membre sous la forme 

yHI + 1 ___ ^ BI + I 

— — ^ (— G, , et la première partie se présentera 

sous la forme £ pour m = — 1, C, étant une constante ar- 
bitraire-, on aura donc constamment 


f 


x m dx — 


x m • — a" 
m -{- 1 


+ C,. 


La première partie qui devient -f quand on fait ni = — 1 , 
a une limite déterminée , égale à \x — 1 a ; et si l’on 
fait C, — l.a = C ' ; on aura 


f x ~ ‘ dx — 1 x -f- G' , 

ce qui s’accorde avec la troisième formule du tableau pré- 
cédent. 

2 14. Intégration par décomposition. La différentielle 
d’une somme de fonctions étant la somme des différentielles 
de ces fonctions, il s’ensuit qu’on aura l’intégrale générale 
d’une somme de différentielles en faisant la somme de leurs 
intégrales, et y ajoutaut une constante arbitraire, si l’on 
n’en a déjà ajouté dans les intégrations partielles. 

On pourra donc intégrer une expression différentielle , 
si l’on peut la décomposer en plusieurs autres dont on 
connaisse les intégrales : quelquefois la décomposition n’est 
employée que pour ramener à des expressions plus simples, 
<iue l’on cherche ensuite à intégrer par d’autres procédés. 

Le nombre des parties dans lesquelles on décompose la 
fonction donnée peut être infini -, c’est ce qui arrive quand 
on la développe en série : dans ce cas il faudra toujours 
faire la somme des intégrales des différents termes-, mais il 


« 
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y a quelques précautions à prendre relativement à la con- 
vergence des séries , et nous reviendrons plus tard sur ce 
point. 

2i5. Intégration par substitution. Si l’on a à iutégrer 
F(x)«£r, et que l’on pose x = y (z), d’où dx — y'{z)dz, 
eu négligeant les infiniment petits du second ordre , qui 
n’influent pas sur la limite de la somme, l’expression don- 
née devient F[<p(z)]<p' {£)dz , et la limite de la somme 
de ses valeurs sera la même que la limite de la somme des 
valeurs de F ( x ) dx , pourvu que les valeurs extrêmes se 
correspondent dans ces deux sommes-, car alors tous les 
éléments se correspondent de part et d’autre, et la limite 
de leurs rapports est l’unité. Donc on aura 


r*> r i. 

I F (x) dx — f 


F O (z)2<p'(t)dz, 


pourvu que z„ et z, soient déterminés par les équations 

4 

X a = 9 (z 0 ), x, — p(z,). 


On conclut de là que l’intégrale définie J F(i) dx -f- C 

J X 0 * 

peut être remplacée par 


f‘ F[*(*)] 

J ‘o 


<p' (z) dz -f- C. 


On peut encore s’en assurer en observant que la fonction 
dont la dérivée par rapport à x est F(x), doit avoir pour 
dérivée par rapport à z 


F (*)?'(*), ou F[>(z)] <p' (z). 


La question est donc ramenée à trouver une fonction dont 

i5 
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la dérivée par rapport à z soit la fonction F[<f>(z)] 9* (-e)- 
La relation x — çp (2) étant arbitraire , on parvient sou- 
vent à la déterminer de manière à rendre la seconde inté- 
gration plus simple que la première. 

Ainsi, par exemple, J F ( x -(- a ) dx devient, en 

posant x -f- a = y, 

r x + « 

F(j-)dj; 

*0+ « 

ou , en changeant la lettre jem, 


J r>X-+-a 

F(x)dx-, 

x 0 H' a 


on a donc 


/•» x p x -+- a 

I F(i + û)^= I F (x) dx. 

J X 0 J 

Si dans l'intégrale^* ^^j-^onpo sex=ajr, d’où djc=ady, 


on a 


/ dx 1 C dx 1 

= - / = - arc tangr -+- C = - arc tang — h C . 

»* -*- x* a J \ j 9 a a a 


Soit maintenant 


/ X* -\-a' = jr\ xdx —jdy, 

J Vr*A -à- 


on aura 


yV- f- 


/ xdx 

J \/ x 1 -+• a 


— fdj = y -f C = \/ x" -f- a 1 4-C. 
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Voici encore quelques exemples : 


J e*H (e*)dx, e* — y, e*dx — dy, J e* F(p*) dx — J H (y)4r, 
J cosxF(sinx)ifx, sin x — y, j co6 x F(sin x) d.r = J T(y)dy, 

yV(lx)J, lx = r, ~ = ày, J\(\x) d -1= 

216. Intégration par parties. La formule 


donne 


d ( uv ) dv du 

dx dx dx 

Judv — uv — f vdu , 


et ramène la recherche de l’intégrale f udv à celle de J vdu. 
Or on peut souvent décomposer la fonction F(x), qui se 
trouve sous le signe d'intégration, en deux facteurs tels, que 
l’un soit une différentielle exacte, et que l’intégrale à la- 
quelle on est conduit par ce procédé soit plus simple que 
la première. Cette méthode s’appelle intégration par 
parties. Soit, par exemple, fxcosxdx, on prendra 
cos xdx pour la différentielle exacte dv, et x remplacera a ; 
on aura donc 


Jx cos xdx — x sin x — Jsm xdx — x sin x -f- cos x -f" G' 
De même 

V 

f x" cos xdx = x m sin x — m J x m ~ 1 sin xdx. 

Cette dernière se ramènera à une autre où l’exposant de x 
sera m — 3 , et ainsi de suite ; on finira donc par arriver à 
f xdx ou J cos xdx, suivatttque m sera impair ou pair. 
Nous allons appliquer ces différentes méthodes au petit 
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nombre de fondions qui peuvent être intégrées généra- 
lement. 


Intégration des Jonctions rationnelles. 


21 y. Toute fonction rationnelle de x peut être consi- 
dérée comme composée d’une partie entière par rapport à 
x et d’une fraction dont le numérateur est d’un degré 
moindre que le dénominateur : il y aura des cas où l’une 
de ces deux parties seulement existera. La partie entière 
s’intégrera toujours immédiatement, et il ne peut y avoir 
de difficulté que pour la partie fractionnaire. 


Soit donc 


FÇx) 

/(*) 


dx la différentielle qu’il s’agit d’inté- 


grer, F(x) étant d’un degré moindre que f{x). On cherchera 


à décomposer en fractions plus simples , ayant pour 


dénominateurs les facteurs premiers de f(x')\ ce qui exige 
d’abord que l’on cherche les racines de ce polynôme. Sup- 
posons-les déterminées, et considérons d’abord le cas où 
ellesseraient toutes intégrales; désignons-les par a, b,c,...,l. 
Soient A,B,C,...,L, des constantes indéterminées, et 
proposons-nous fie satisfaire à l’identité 


F (jt) A_ 

/(x) x — a 



L 


x — r 


ou, en multipliant pary(x), 

(.) + m. ,+uM 

X — O. x — P X — C X — l 


Toutes ces divisions indiquées dans le second membre 
donnent des quotients entiers, et les indéterminées sont 
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eu même nombre que les différents ordres de termes, re- 
lativement a x : on pourrait donc trouver leurs valeurs en 
égalant, suivant la méthode ordinaire , les coefficients des 
mêmes puissances de a: dans les deux membres. Mais il 
existe dans le cas actuel un moyen beaucoup plus simple. 
En effet, si l’on fait x = a, l’identité subsistera toujours, 
et tous les termes du second membre disparaîtront, excepté 

A ~ Pour savoir ce qu’il devient, on pourrait faire 

d’abord la division par x — a , puis faire x = a dans le 
quotient entier. Mais il vaut mieux traiter la fraction 

— d’après la règle relative aux fractions qui se rédui- 

sent à -J-, et l’on voit alors qu’elle se réduit à f'(à). 

Ainsi l’hypothèse x — a réduit l’identité à la formule 
suivante : 

F (a) = A/' ( a ), d’où A = ; 


et comme f'(a ) n’est pas nul, puisque a n’est pas une 
racine multiple , il est toujours possible de déterminer A 
de manière à ce que l’équation ( 1) ait lieu pour x = a. 
On voit de même qu’en prenant 


F (6) 
/'(*)’ 


C = 


V (<:) 
/'(O’ 


£ (O 
7 '( 0 ’ 


l’équation (1) sera satisfaite par x—b, x—c, . . ., x—l. 
Il reste à en déduire la preuve de l’identité (1) ; car il est 
très important d'observer en général qu’il 11e suffit pas d’a- 
voir trouvé des valeurs pour les coefficients indéterminés, 
lorsque l’on n’a pas prouvé d’avance la possibilité du dé- 
veloppement. Or 011 sait que quand deux fonctions entières 
de x sont égales pour un nombre de valeurs particulières 
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de x, supérieur au degré du terme le plus élevé, elles sont 
égales, terme pour terme. Donc les deux membres de l’é- 
quation (i) sont rendus identiques par les valeurs trouvées 
pour A, B, C,.. ., L, puisqu’ils sont égaux pour les di- 
verses valeurs a, b, c, ..., I , dont le nombre surpasse 
d’une unité le degré du terme le plus élevé. 

ai 8. S’il y avait des racines imaginaires, rien ne serait 
changé dans les raisonnements précédents. Les constantes 
qui se rapporteraient à deux racines conjuguées ne diffé- 
reraient l'une de l’autre que par le signe de V — i , et les 
deux fractions seraient de la forme 

M — N y/^T M + N y/rr r 

X — a S [/ — I x — « + b 1/ I 

Si l’on veut faire disparaître les imaginaires, on effectuera 
la somme de ces deux fractions , qui se réduira à 

2 M(x — «O + aSN 

(* — «O’ + e 1 

On agirait de même pour toutes les autres racines imagi- 
naires. 

219. Supposons maintenant que l’équation f(x)= o 
ait à la fois des racines inégales et des racines égales -, soit 
a l’une quelconque d’entre elles, et J (x)=(x — ■a ')" 1 y 
le polynôme <j> (x) n’admettant plus le facteur (x — a), 
posons 

f.x A , Al | A < , , A— P 

' ' f{x) (x — a)™ (x — a)"-' (x — a)" - ’ x — a s(x) 1 

ou, en multipliant par /'(x), 

(a) F(x) =; \(f x) - 1 - A,(x — a) <f(x) ■+■ A»(x — a)* y(x) 

-4- A„_, (x — a)“-> y(x) -4- P(x — a)". 
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Le nombre des coefficients du polygone P, ajouté au 
nombre des constantes A, A, , . . . , A,„_, , est égal au nombre 
des termes de cette équation, et il s’agit de les déterminer 
de manière à la rendre identique. Si l’on y fait x =j«, on 
obtient 

F (a) -= A (a) , 

d’où l’on tirera la valeur de A. Différentiaut l’équation (2) 
et faisant ensuite x = a , il vient 

F' (a) = A tp' (a) -f A, q> ( a ) . 

DifFérentiant successivement la même équation et faisant 
ensuite x — a, on introduira à chaque fois un nouveau 
coefficient, et l’on pourra ainsi, au moyen de m — 1 diffé- 
rentiations, déterminer A, A, , , A,„_,. Les termes pro- 

venant de P (x — a)"‘ disparaîtront tous par l’hypothèse 
x — a. 

Cherchons la formule générale qui représente toutes 
ces équations successives , et pour cela différentions p fois 
l’équation (2). 

Pour savoir ce qui reste de chacun des termes quand 
on ferax=« après la différentiation, considérons un 
terme général A„(x — a )' 1 <p(x). On trouvera sa dérivée 
de l’ordre p au moyen de la formule connue 

^ R) = -f- pQr-'ft' -f ^ -f-" + ••• Q Rp » 

dans laquelle les exposants de Q et R sont des indices de 
différentiation. On aura ainsi 

(î) \ -t-Çn(n — 1 )... (n— a) (jr — «)*>"»•* ÿ'(x, 

( 4 ‘ *)•••<"— A»-t-3)(x— «)* } 

Si p est plus grand que n, les premiers termes auront des 
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exposants négatifs, et on devra les omettre parce que 
leurs coefficients seront zéro -, cela tient à ee que quand 
{x — a) sera affecté de l’exposant zéro, il donnera zéro 
pour dérivée. 

Voyons maintenant ce que devient le second membre 
de l’équation (3) quand on y fait x =a. Si l’on a p n, 
il se réduit à zéro. Si l’on a p — n, il se réduit à son pre- 
mier terme n{n — i). . . 2. 1 <p (a). Enfin, si l’on a p^>n, 
il faudra se borner à prendre le terme qui en a p — 11 
avant lui, parce qu'il aura zéro pour exposant ; les précé- 
dents auraient donc un exposant négatif et doivent être 
omis, comme nous l’avons dit, et les suivants devien- 
dront nuis quand on fera x = a. Le second membre de 
l’équation (3) se réduit donc alors à 

P (f> — 0 ip — n+ 1 ) <P p ~"(a). 


Donc l’équation (2), difl'érentiée p fois en supposant 
p<^m, donnera, pour x = a, en observant qu’il faut s’ar- 
rêter à n—p, 

(Fr(a) = A î >(a)-t-pA,ÿ/’- 1 (a)-+-/>0 — i)A,ÿP—(a)-h. . . 

™ ( -hp(f — >)■■•(/> — »-t-i)A«ÿ* _,, («)-K.. -(-/>(/>— i)...2.i A^ÿ{a). 

Telle est l’équation générale qui , en donnant à p toutes 
les valeurs entières depuis o jusqu’à m — 1 inclusivement, 
fournira m équations d’où l’on déduira successivement cha- 
cune des quantités A, Ai,..., A m _.. Ces équations sont 
les suivantes : 


(5) 


F («)= A^(a), 

F' (a) = Ay'(a) -+- A,f (a), 

F"(a) = A y"(a) aA,tp'(a)-f- a. 1 A ,y(a), 

F>(«) = + 3A,s>+ B.î A, f '(») + 3.a. 1 Aj T (a) 


J fm- r(à) = A*" 1 - ’(a)-J-(m — l)A,}, m -"(a)-t-(m— i)(in— a)A,ÿ”- 5 (a)+. . 

-I- (m — a)... î.iA«. <f(a). 
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La première équation donne la valeur de A, et ce sera la 
seule inconnue si rn = i -, la seconde fait ensuite connaître 
immédiatement A, , la troisième A. , et ainsi de suite 
jusqu’à A,„_, : et il n’y aura jamais impossibilité, parce 
que le coefficient du dernier terme n’étant jamais zéro, 
on trouvera toujours une valeur finie pour chaque in- 
connue. 

Il reste à prouver que réciproquement, si l’on prend 
pour A, A,, . . A m _,, les valeurs ainsi déterminées, on 

aura satisfait à l’identité (2). En effet, ces valeurs sont 
tirées des équations ( 5 ), qui expriment que l’hypothèse 
x — a annulle le polynôme suivant, ainsi que ses m — 1 
premières dérivées , 


F (x) — A y(x) — A, (x — a) y(x) — A, (x — a) J y(x).. . 

— A*_, (x — a)™-' if (x). 


Donc, d’après un théorème connu, ce polynôme est 
divisible par (x — a) m et peut être mis sous la forme 
PO — a) n , P étant un polynôme entier qu’il sera facile 
de connaître. Donc les identités (2) et (1) seront satis- 
faites. 

Cela posé , on pourra traiter d’une manière semblable 
p 

la fraction — — relativement à une autre racine multiple, 
ip(x) r 


si elle en renferme, et continuer ainsi jusqu’à la dernière. 

La fraction -jj sera donc décomposée en fractions dont 

les numérateurs seront indépendants dex et dont les déno- 
minateurs ne renfermeront respectivement qu’un seul 
facteur premier dey(x), élevé à une puissance égale ou 
inférieure au degré de multiplicité de ce facteur. 

De plus il est facile de reconnaître que celte décompo- 
sition ne peut se faire que d’une seule manière; car si les 
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constantes relatives à la racine a, par exemple, étaient 
susceptibles de plusieurs valeurs, on devrait les trouver 
toutes, soit que le calcul fût fait d’abord pour cette ra- 
cine , ou pour toujtc autre. Or nous avons reconnu que les 
constantes A, A, , . . . , A m _, , ne pouvaient avoir chacune 
plus d’une valeur. Donc il n’est possible de décompo- 
ser la fraction que d’une seule manière en fractions simples 
de la forme proposée. 

On conclut de là que pour les racines autres que la 
première a, il ne sera pas nécessaire de recommencer les 
calculs sur le polynôme P et les suivants. Il suffira de 
changer dans les équations (5) les quantités m, a, 
et <p(x), en celles qui se rapporteront à toute autre 
racine de l’équation f(pc) = o -, car c’est ce que l’on 
obtiendrait en commençant successivement par chacune 
d’elles. 

aao. Les calculs précédents exigent que l’on forme le 
polynôme <j? (x) qui est le quotient de la division de f (x) 
par (x — a)'". On peut se dispenser de faire cette opéra- 
tion, et exprimer tp'(rt), . . . , au moyen des 

dérivées de la fonction y (x) elle-même: on les substituera 
ensuite dans l’équation générale (4), de laquelle se tirent 
toutes les équations (5). Or si l’on différcntie les deux mem- 
bres de l’équation 

f(x) = (x — a) m <p{x), 


ils se réduiront à o par l'hypothèse x — a , si le nombre 
des différentiations est inférieur à m. Supposons-le donc 
égal à m -\-p, p étant un nombre entier et positif quel- 
conque. 

Il est inutile de répéter ici ce qui a été dit au sujet de 
l'équation (3) et l’on aura , en faisant x — a dans les déri- 
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vées de l’ordre m-j-p, 


f m +P(a) = (m + p)(m+p—i) ... (/> -+- i) («); 


d’où 


<P p (a) 


/ m+p M 

(m+p)(m+p— i) ... (/>-+- i)' 


L’équation (4) devient par là, 


F F(a) = A 


/•»+)>(«) 


(m-+-p) (m-t-p — i). . . (p-t-i) 
/"+!»-« (a) 


■+■ A, 


/<”+'-• (a) 


(m-t-p — i)... (p-t-i) 


■+- A 


(m-t-p — a)... (p-i-i) 


. 


/-(«) 


’ m(m— i). . . (p-t- 1) 


Si l’on donne à p toutes les valeurs depuis o jusqu’à m — i , 
on aura , pour déterminer A , A , , . . . j A,„ _ , , les m équa- 
tions suivantes : 


F(a) = A 
r(«) = A 
F"(«) = A 
F"- , («) = A 


/"W 

m(m — i). . . 2.1 

Z*” 1 " ( fl ) , A 

(m -f- 1). .. 2 


(m -t- a) . . . 3 


■+■ A, 


/ a "-'W 

(am — i)... m 


+* A* 


/"*(«) > 
m(m — l).. . a ’ 

(m -l- i)... 3 

Z”’— (a) 

(am — a). . . m 


t- A, 


/"(a) 
m... 3 ’ 


t-. » • -f- Am — i 


/"(a) 

m 


32i. Les calculs précédents peuvent s’appliquer aux 
racines imaginaires égales , aussi bien qu’aux racines réelles. 
Mais les réductions entre les termes homologues relatifs 
aux racines conjuguées ne donnent pas immédiatement des 
résultats aussi simples que le mode de décomposition que 
nous allons faire connaître. 

Soient a ± ë [/ — i deux racines multiples de l’ordre 



23(5 C.OUKS »’ analyse. 

ni <le liquation J\x ) = o, de sorte que 1 ou ait 


/(*) = [(* — «)’ + £’]'"?>(*)• 


On posera 

F(x) Ax-+-B A,n-B, I* 

Tfr) _ t(jr— «)»-(- C’]~ + [(x — »)*-+- — «)' -(-£’ * + " f (x ; )’ 

OU 


F(x) =B (Ax -+- B) ÿ(x) ■+• (A.,x -h B,) [(x — <t)* -+- C*J q>(x) -4-, . . 

+ (A».,i+B„ 1 . l ) l(x — a)* -+- C*]™-' 5>(x) + P[(x— «»-+- C*]”*. 


Le nombre des coefficients indéterminés est égal au nombre 
des termes qu’il faut égaler de part et d’autre , en ayant 
égard à ceux du polynôme P. Mais nous nous proposons 
ici de déterminer seulement A , B , A , , B,, . . . ,A m _, , 

Or si l’on fait x = a ±. 6 V — i dans la dernière équa- 
tion et dans ses dérivées successives, chacune des équa- 
tions ainsi obtenues se partagera en deux autres, à cause 
de la quantité imaginaire [/ — i -, et de plus il s’introduira 
dans chaque nouvelle équation deux nouveaux coefficients 
inconnus. Ainsi la première déterminera A et B, la seconde 
A, et B, ; et la rn‘* mr A m _, et B m _ 

Ces mêmes formules s’appliqueraient aux autres racines 
imaginaires égales, en changeant convenablement 

« , S, m, <p (x). 

On pourrait encore , comme dans le cas des racines 
réelles égales, se dispenser de former le quotient 9{x), 
et faire dépendre sa valeur et celle de ses dérivées , pour 
.c = a ±. 6 1/ — i , des valeurs que prennent , dans la même 
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hypothèse, les dérivées de f(x)\ mais les formules sont 
moins simples que dans le cas précédent. 

223. Cela posé , revenons à l’intégration de la fonction 


F(») , 

m* 1 ' 


FM 


La décomposition de la fraction ~jy~y d’après les pro- 


cédés qui viennent d’être exposés , conduira à l’intégration 
d’expressions ayant respectivement l’une des formes sui- 
vantes : 


kdx kdx (Ax - 4 - B) dx (Ax + B)<fx 
x — a’ (x — a) n ' (x — «)' + £“’ [(x — a)‘-f C“] “ ' 


Examinons-les successivement. 

i°. La première donne immédiatement 


/ A dx 

— = l(*_«) + C; 

a 0 . On trouvera pour la seconde 

r_kdx_ A _ 

J (x — a)* (n — i) (x — a )" -1 ' J> 


3°. Pour la troisième, on la décomposera comme il suit: 

(Ax-(-B)rfx A(x — a)dx (Act-f-B)dx 
(.!■—«)•+» 3 = (x— *)“ + £* + (x-«)’ + S ; ' 

La première de ces deux nouvelles fractions ayant pour 
numérateur le produit de A par la moitié de la différentielle 
du dénominateur, est la différentielle de 

£l[(* - *)•■ + «*]. 
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Pour intégrer la seconde on posera 


x 



d’où dx — Cdz , 


et elle devient 


Aa B 

S ' 

ce qui est la différentielle de 

A* + B 
“ ( 

Donc 


dz 

i -4- z' 


arc tang i. 


y *(Ax -H B) <tc A , Aj + B X — a 

(x— s" S C 

4°. Quant à la dernière expression 

(Ax -4- B )dx 

[(x ^ „y 4- £»]•’ v 

on la décomposera ainsi 
A (x — «) dx 


(A* -f- B )dx 

[(* — -)* + «T” " r [(x -«)> 4- 

La première partie est la différentielle de 


% (n — i) [(x — *.y -J- £“]" 


. , , . . (A « -f- B) dx 

pour intégrer la seconde partie — ç T ÿ > on posera 

x — a = èz , et elle deviendra \ Z . - , et 


Digitized by Google 


PREMIÈRE ANNÉE. 


23g 


tout sera réduit à intégrer 
ment # 


dz 

(z‘ 4- i)" 


or on a identique- 


i 4- z 3 — z 3 


** 


(z- -f- i)“ (z* 4- il" (z 3 -f- I)"-' (z 3 4- 1 


donc 


z 1 dz 


J ' dz (' dz 

(z* 4- i)* “ ./(** + i)»-' “ J(z*4- O'' 
Mais l’intégration par parties donnera 

/ * z*<ic r i i* dz 

(z* -+» l)* ~ a(n — l) (z* -f-l)*-' i(n — i) J (s* +- »)"“*’ 

f 

substituant dans la précédente , il vient 


de 

(z* -+- >)■> ~ (an 


z an — 3 f* de 

a) (*• -*- O"- 1 + în- a J (e* -+- i}»— * 


L’intégration étant ramenée à une autre semblable, 
mais dans laquelle l’exposant de z % 4 - i est diminué d’une 
unité, on parviendra, par une suite de réductions ana- 
logues, à l’intégrale de z 7 \^_ t » qui est- arc tang z. On 
obtiendra ainsi la formule suivante : 


/< 


dz 


(an— a)(*»-f- 

(a — 3) (a n — 5) 


an— 

IH 

an- 

t (an 

- (an 


an — 3 , (an— 3) (an— 5) , 

an — 4 * +,)+ (an-4) !>_(>) 
- 3 )( a »- 5 ).- 5 . 3 . + , . 
(an — 4 ) (an — 6)... 4'2 




3.i 


(an — a) (an — 4b" 4- a 


arc tang*-f-C. 


-, ,, , . .. An 4* b , 

ai 1 on multiplie cette expression par - - - , et qu on 
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remplace z par —x~ , on aura l’intégrale indéfinie de 

(A * 4- B) dx ^ 

[(*—•)•+ CT 

on connaîtra par conséquent celle de la fonction pro- 
posée 

( Ax -4- B) dx 
[(* — a ) 1 ■+■ C 4 ]"' 

Ainsi, au moyen des méthodes qui viennent d’étre ex- 
posées, on pourra intégrer toute expression algébrique 
rationnelle. 

Intégration des fonctions algébriques irrationnelles. 

29.3. Radicaux du second degré. Il n’y a qu’un très 
petit nombre de fonctions irrationnelles que l’on sache 
intégrer sous forme finie. Nous allons examiner celles dont 
l’intégration peut s’effectuer avec une certaine généralité. 

Nous commencerons par les fonctions où la seule quan- 
tité irrationnelle est un radical du second degré, sous le- 
quel se trouve un polynôme du second degré : du reste ce 
radical peut êtpe combiné algébriquement avec x d’une 
manière quelconque. 

Comme on peut faire passer hors du radical le coeffi- 
cient du terme qui renferme x*, nous pouvons représen- 
ter la différentielle proposée par 

F ( x, l/ a -f- bx :fc x 4 ) dx. 

Pour intégrer cette expression il suffira de remplacer x 
par une fonction d’une autre variable , telle que les quan- 
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tités x, dx et \/ a + bx ± x* soient rationnelles : car 
on retombera dans la théorie précédente, qui donnera 
toujours le moyen d’effectuer l’intégration. 

1 °. Supposons que x’ ait le signe -f- sous le radical. On 
pourra poser 

V a -f- bx -f- x* = z -f- x ; 

d’où 

a 4- bx — izx 4- z“ , bdx — izdx + ixdz -J- 2 zdz , 

_ _ '• ~ a dx a(a‘ — bz + a) 

b — i»' {b — izy ' 

. , z 1 — bz+a 

\ /a + bx + x'= fi • 

La différentielle proposée devient donc rationnelle par 
cette transformation. On aurait encore pu poser 

[/a 4 bx 4- x' — a 4- .rz, 
il en résulterait 


b + x=T2z\/a-f- xz’ , dx = 2 dz \/ a 4- ^dx 4* 2 xzdz , 

2 z\/ a — b , z a l / a — bz 4 * V a , 

■X = , dx — 2 — 1 — dz , 

I Z* (1 — Z*)* ’ 

z a t/ a — bz 4 " 


\/ a 4“ bx 4* x* — 


La différentielle proposée devientdonc encore rationnelle; 
mais cette transformation aurait l’inconvénient d’intro- 
duire des imaginaires si a était négatif. 

On peut encore employer une troisième transformation 
quand les racines du trinôme a -f- bx -f- x? sont réelles ; 
ce qui aura toujours lieu dans le cas où la transformation 
précédente ne peut se faire en quantités réelles. 

16 
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Soit 

a + bx + ** = (x — «0 (x — £ ) . 
« et 6 étant réels -, posons 

\/a 4- bx + X* = (.t — *)z. 


on en tirera 


x — C =x (x — *) z 5 , dx = z'dx + 2 (x — *) zdz , 
C — ctz' 


X = 


2 z(£ — «) 

dx = -- — — «fe, 


1 — z 1 ’ (I— z s ) 

l/a -+• ^x + 3:2 = 

» r'* 


a°. Dans le cas où x 1 serait affectée du signe — sous 
le radical, on ne pourrait employer la première de ces 
trois transformations. On pourrait employer la seconde 
si a était positif. Enfin si a était négatif, les racines du 
trinôme a -j- bx — a? seraient réelles , sans quoi le radi- 
cal V a + bx- X 3 serait toujours imaginaire-, alors on 
emploierait la troisième transformation qui n’exige que 
la réalité des racines du trinôme. 

224. On pourrait encore rendre rationnelle une fonc- 
tion algébrique qui renfermerait deux radicaux de la forme 

l/a + x, V'b -t- .r ; 

pour cela on poserait 

l/a x —z t 

d'où 

x — z“ — a, dx — 1 zdz , ÿb-\-x— ÿz^ + b — a. 

Substituant ces valeurs dans la fonction différentielle 
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donnée, elle ne renfermera qu’un seul radical du second 
degré qui affectera une expression du second degré en z. 
On retombe ainsi dans le cas précédent. 

225 . Appliquons ces transformations à quelques cas 
particuliers. 

Soit 

dx 

V/ a -j- bx -4- ar 1 

posant 

l / a bx -f- x* = z — x > 

on en déduit 


a -4~ bx = — axz -f- z% dx — 
dx dx 


2 (z — x )dz 

b -f- 2Z ’ 

2 dz 


z x [/ a -f- bx + x % b 2Z ’ 


donc 


dx 


-h 


dz 


■ W + ») + c 


\/ a -|- bx-\-x* J \ b z 

= 1 £ ^ a: -f- V a + bx + x 2 J -f- C. 

Dans le cas où l’on aurait b = o, ou trouverait 


fcÉL^^Hx+v'a+x^+c. 
J V a -\-* 

226. Considérons maintenant 
dx 


a -f- bx — x* > 


16. • 
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d’où 

b — x = îz [/a - f- xz * , 
donc 


ÿ a -f- bx — .r* = (/a + m, 
dx 


idz 


V'a + xz «+z a 


y ' dx „ . „ l/a-*-6ï— r»— V/« 

— =C— -a arc tant; — a arc lang — . 

y a +bx-x' 0 x 

Si les racines du trinôme a -f- bx — x 1 sont réelles , 
on peut employer la troisième transformation , et poser 


\/ a + bx — x‘ = (x — «) z , 

en supposant 

x* — bx — a — (x — a) (x — » ). 

On aura d’abord 

(T X = (x — <*) Z 1 , — dx ( t Z*) =: 2 (x — «) zdz , 

dx zdz 


donc 


(x — *)z 1 fs’’ 


r dx 4 /c — x 

I = C — a arc tant; \/ 

J \/a + bx—x* V x— « 


/— 2* -+- b -f- 1/ &•-*- 4* / 

= C ^ a arc tang 1/ 

▼ ax — & y h* (^a 

„ . T \l/S*-t-4n/ ,, a r — b 

= C — or* tang — ! =C — arc cos — 

^ 2x — s ^ V/s>-+-4« 
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Dans le cas particulier où b = o, a = i , cette dernière 
formule donne 



arc cos x — C' -+• arc sin x 


L’autre transformation donnerait dans ce cas 


/ 


dx ,, l/l X» 1 _ X _ 

-== = C — a arc tang - =C— arc tang — =C+arc sin x, 

I — x« * V 1 — x ' 


résultat identique au précédent. 

227 . On a souvent à intégrer des expressions de la forme 
suivante : 

(*z -+- £) dx 
V/ a -f- bx — x % 


On introduit alors au numérateur la différentielle de la 
quantité soumise au radical, et l’on décompose cette dif- 
férentielle dans les deux suivantes : 

A {x- b j) dx ( g + T) rfx 

1 /a+bx — x' a + bx — x 1 


% 


La première a pour intégrale — <t[/ a -f - bx — x *, et la se- 
conde rentre dans le cas précédent. 

228. La différentielle - . ■ ■■- peut être inté- 

V a -f- bx — x % 

grée d’une manière plus simple que parles transformations 
que nous venons d’effectuer, en la ramenant à la forme 

— ■ ^ , expression qui a pour intégrale arc sin s. 

y 1 — a 1 
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229. Fonctions de monomes irrationnels. Si l’on a 

m p 

une fonction algébrique rationnelle desquantités x", x' 1 ,..., 


x ‘ , il est facile de la rendre ralionnelle, en même temps 
que dx\ il suffira de poser x — z'" 1 " s , on aura alors 

m r 

dx=ru/ ...sz 1 " 1 •••*■" 1 dz, et tous les monomes x x* 
seront rationnels en z. 

23 o. Différentielles binômes. On désigne sous ce nom 
les expressions de la forme x (a -f- bx") p dx. 

On peut toujours supposer m et n entiers; car s’ils 
étaient fractionnaires, la transformation indiquée dans le 
numéro précédent ramènerait à une expression semblable 
où les exposants de la variable seraient entiers. L’expo- 
sant p est fractionnaire; car s’il était entier on développe- 
rait la puissance de a -j- bx", et l’on aurait à intégrer un 
nombre fini de monomes. Les signes de ces trois exposants 
sont arbitraires; mais on peut toujours supposer n positif : 
en effet, s’il était négatif, on pourrait multiplier le bi- 
nôme a -f- bx" par x~" et ajouter n/> à l’exposant de x 
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qui pourrait alors devenir fractionnaire , mais que l’on ren- 
drait entier par la transformation déjà indiquée. On peut 
donc toujours supposer m et n entiers et n positif. 

2Üi. Nous emploierons d’abord la méthode de substi- 
tution , et nous poserons a -f- bx" = z , d'où 



dx = 



dz , 


et par suite 


m + 1 


(a + b zr)Pdx=£z'(L-f) 


dz . 


Donc si — - — est un nombre entier positif ou négatif, 

l’expression en z n’aura plus d’irrationnel que le monome 
zp, et on la rendra rationnelle par le procédé indiqué dans le 

r 

numéro précédent. Si, par exemple, on a /> — -, on po- 
sera z = t.i, ce qui revient à faire d’abord a -f- bx n = td. 

L’intégrabilité de la différentielle proposée est donc as- 
surée quand m est un nombre entier , quelles que 

soient d’ailleurs les deux quantités m et n. 

23 ï. On peut arriver à un autre cas d’intégrabilité en 
mettant la différentielle donnée sous la forme 


m -f- nv 
X 


( ax 


4 - bf dx. 


En effet, si l’on applique la condition qui vient d’être 

trouvée en général , on trouve qu’on pourra l’intégrer si 

m + 'ip+i . . . m - f- 1 1 

• est un nombre entier, ou si -p u est 

— n n r 
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entier -, condition qui pourra quelquefois être remplie quand 
la première ne le sera pas. 

233. On peut appliquer l’intégration par parties à la 
même différentielle x'"(a ~h bx n y dx , en considérant 
x n ~' (a-j-bx n )Pdx comme une différentielle exacte, dont 
l’intégrale est 

' / .7 J* -+- ‘ 

~n — : — ; ( a + bx") 

nb [p 4- i) v 1 ' 

On obtiendra ainsi 


J X m (a-h bx*)Pdj- = J j.«-»-t-i x n-i( a _|_ ), x m)pd T 

+ m — n-4-i r , , „ 

— TT ; ï T-, "T / ■r™ - " (u -H Jx'V+'dr. 

ni (/>•+- l) 


Mais 


x m * (a + b.r n )P+‘ •— ax" -* (a + bx*)* + bx”' ( a -f bx n )P ; 
donc en substituant on aura 


. , ,0. x™ - (a-hbx”)r+- (m-n^-i)a /■ m 

nA(p -^ l) *"-'^b**y<lx- __ C^b^fix. 


Si l’on réduit le dernier terme de cette équation avec l’ex- 
pression semblable qui se trouve dans le premier membre, 
on obtiendra la formule 


(l) J x"‘[a-rbz*ydx z 


X"*— *+' (<» _t- Ax" )>+ ■ (m — n - 4 - i )<i 

l((» + «/i + i) A(m-(-np- 




- hx n Y <Lr. 


On est ainsi ramené à intégrer une différentielle du même 
genre que la première, et qui n’en diffère qu'en ce que 
l’exposant m est changé en m — n. 

Supposons que m soit positif et plus grand que n : en 
traitant de la même manière cette nouvelle différentielle, 
on diminuera encore de n l’exposant de x ; et en con- 
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tiouant ainsi l'on sera ramené , après un nombre k d’in- 
tégrations, à la différentielle x’ n ~ ln ( a -f- bx n ) p dx, et l’on 
effectuerait immédiatement l’intégration si l’on avait 

m — kn — n — i , ou ^ = k -(- i . Ce procédé 

conduira donc à l’intégrale cherchée toutes les fois que 
m -}- i sera divisible par n. C’est le premier cas d’inté- 
grabilité que nous avions reconnu. 

2 °. Si m était négatif, la formule (i) ramènerait la 
différentielle proposée à une autre moins simple, puisque 
l’exposant du facteur monome y aurait une valeur numé- 
riquement plus grande. Mais si l’on tire de cette même 
équation la valeur de la seconde intégrale en fonction de 
la première , on aura une formule qui, dans le cas de l’ex- 
posant négatif, ramènera l’intégration proposée à une 
plus simple. Si en même temps on change m — ne n 
— m, on aura la formule suivante : 


I ) j* x-<*{a -t -bx'fdx = — 


(rt 

(m — i)a 


A(/h — np — n — i) /* 


Au moyen de cette formule on abaissera l’exposant — m, 
puisqu’on le ramène à — m -f- n, et que n peut toujours 
être supposé positif. En continuant ainsi l’on arrivera à 
l’exposant — m -f- kn, et l’on pourra intégrer si l’on a 

. — m -f- i 

. — m -f- fin — n — i , ou — i — k . 

n 

Cette condition ramène encore au premie r cas d’integra- 
bilité. 

Lorsque la différentielle ne rentre pas dans ce cas , les 
formules (i) et (a) ramènent toujours l’exposant m à une 
valeur positive plus petite que n. 

234. Les formules ( 1 ) et (2) ne peuvent être employées. 


* 
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la première lorsque 1 on a m — J— np i = o , la seconde 
lorsque m = i •, parce que alors 1 intégrale cherchée dis- 
paraît, et 1 équation qui subsiste ne peut plus, par consé- 
quent, en donner la valeur. Mais dans chacun de ces cas 
l’une des conditions d’intégrabilité est satisfaite', et la dif- 
férentielle devient rationnelle par la substitution que nous 
avons faite en premier lieu. 

235. La manière dont nous avons fait usage de l’inté- 
gra Lion par parties avait pour objet de réduire l’exposant 
de x en dehors de la parenthèse. Mais on pourrait la 
diriger de manière à réduire l’exposant du binôme 
(a- j- bxï). 

En effet , si 1 on considère x m dx comme différentielle, 
on trouvera 


y * . 6x")p npb /' 

x"(a-hbx-)Pdx = - — / x”‘+"(a-t~bx'')i--dx. 

m -t- i m -+- 1 J v ‘ 


Dans cette dernière intégrale on peut abaisser l’exposant 
m -f- n sans changer l’exposant p — t , par le procédé 
employé dans le n" 233, et l’on obtiendra ainsi 


(3) j x m (a -+-hjC')Pdx = - ! v - ~ t ~ ix H Hdl j x™(a-t-4x , )P-'(ix. 

J m -f- n p-i-i /n 4- h 4 - \ K J 

Cette formule deviendrait illusoire dans le cas déjà exa- 
miné où l’on aurait m -f- np -f- i = o. 

En appliquant le même calcul à la différentielle 


x m {a -f bx n Y dx , 

on abaissera d’autant d’unités que l’on voudra l’expo- 
sant de (n -j- bx "), dans le cas où p sera positif, et l’on 
parviendra à un exposant compris entre o et i . Celui 
du facteur x" 1 est resté le même -, mais on pourra le réduire 
ensuite comme on l’a indiqué précédemment : et si la 
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différentielle ne devient pas intégrable, elle sera du moins 
simplifiée le plus possible. 

a36. Si p est négatif, on tirera de l’équation (3) la va- 
leur de la dernière intégrale , qui se trouvera ramenée à 
une plus simple. Changeant p en — p, pour expliciter son 
signe , puis mettant p au lieu de p -f- i , on obtient 


«>/- 


x m {a-+-bx n )-Pdxz 


■r«*+ 1 (a-+-6.r * )-/»+ 1 
an(j> — l) 


(m — np-t-n-hl) 


an(p- 


'■S 


•r>"(aH-kr n )— P + » dx. 


Cette formule ne deviendra illusoire que dans le cas où 
p — i . Mais alors la différentielle proposée est ration- 
nelle , à moins que m ne soit fractionnaire , et dans ce cas 
on emploierait une transformation déjà indiquée. 

Au moyen de la formule (4) l’exposant négatif — p 
peut être successivement augmenté d’autant d’unités que 
l’on voudra , et sera ramené à être compris entre o et -f- i . 
On pourra ensuite réduire l’exposant de x m sans changer 
celui qui affectera le binôme (« -f- bx"). 

1 37. Prenons d’abord pour exemple la différentielle 


^ .JT 

■ ’ - — , dans laquelle m désigne un nombre entier posi- 

tif. Elle est toujours intégrable -, car on a n=2, p = — f. 
Donc si m n’est pas entier, — -* -4- v le sera. Si 

on lui applique la formule (1), ou si on l’intègre directe- 
ment par parties , on trouvera 


/ 


x m dx 
l —x ‘ 


a:"’ -1 t/i — x 1 
m 


+ 


m — 1 
m 


r x m tfa 
■’ y 1 — .r’’ 


L’exposant m étant ainsi abaissé de deux unités , on ar- 
rivera, en continuant d’appliquer le même procédé, à 

l’une des deux expressions / , I — — * 

1 ’ \/ \ — x- J \/ 1 — x À 
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suivant que ni sera impair ou pair-, la première a pour in- 
tégrale — V i — x et la seconde , arc sin x. 

Ou parvient ainsi à la formule suivante dans le cas de 
m impair, 

/ = _ KE? r „ | ( m — )(m-3) ^_ 5h _ (m-.)(m-3)- a -| 

J y i_x> m L m — a (m— a) (m— 4 ) ’ (m— a) (m— 4)... i J 


On trouverait dans le cas de m pair 


/ . r m (tr 

V i— 


dr 1 / 1 — x»T ni — I (m— 

=— X”— ‘H x»-î-t-...-+-- 

— x’ m L m — 2 (m— 

(m— î) (m — 3). . .3 


a)(m— 4)...aJ 


(m— 4 ). . .2 


arc sin x-f-C. 


Si r on supposait l’exposant négatif et représenté par — ni, 
la formule de réduction serait la suivante : 


r.r~ dx 
J y' i — ar’ 


!~ m + , y'i — x A ± m — 2 rx- m + *dx 

m — i m— i J "t/i — x’ ’ 


Le seul cas où elle ne puisse être appliquée est celui où 

• ^ dx 

m = i -, il s’agit alors d’intégrer — , et l’onem- 

xy i — .r » 

ploiera pour cela la transformation relative aux radicaux 
du second degré. On posera 

V I — x' ~ I -h xz, 


x — 22 -f xz' A , — dx = idz - 4 - 2 xzdz -f- z* dx , 


__ dx 
I -h « ~ yr— 


ïdz dx 
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Donc 


- 7 ^ ==s =i, + c = i( ^ , -- x, - , ) + c. 

On sera conduit à cette dernière expression quand m sera 
impair. S’il est pair, l'intégrale ne contiendra que des quan- 
tités algébriques. 

ü 38. Considérons encore' la différentielle binôme 

xdx_ se renC0 nt re dans le calcul des oscillations 
t/ax — x ‘ 

du pendule. On a identiquement 

. r x m dx ^ f* X (* a) a f x m ~ ‘ dr 

J ÿ ax — x 3 J t / ax — x a 2 J [/ aa : — x -3 

Mais en intégrant par parties, on trouve 


■S- 


-’( x- îV x t 

— — ■ ■ — — x m ~ * V/ a.r — x a -*- (*n — I ) / i"* * tir \/ ax — a 

— x* c/ 


\/ ax 

= — x«- r \/ax — x*-H(m-rl) 


— — x"»-* V/ ox — x a -+- (wt — 


■>*/ 


x m-, (flï — X*) tir 
x^-'tir , x /* x m dr 


\/ ax — x* 


{/ ax — x 9 


- (m — l) 


^ x m dx 
J \/ «JT— X» 


substituant dans la première équation, et réduisant, il 
vient 


/ x m dx 

1/ OX — X 1 


x ™“ 1 V/ ax — x* 


(2 m — 1) a 
2 m 


1 /* x"»— * tir 
c/ 1/ ax — x* 


L’exposant m étant abaissé d’une unité, si l’on applique 
le même procédé à la nouvelle différentielle et aux sui- 
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vantes, on parviendra enfin à f — ~ dx On obtiendra 

r J l/ax — x 1 


cette dernière en observant que 
dx dx 


- dx 

a 


\/ ax — ; 
donc 


x‘ / a 1 fa y / /a — 2x\ a 

V 4 (2 ~ X ) V l ~\ a ) 


/' dx 
J y ax — x 5 


a — 7 .x 

arc cos (- C. 


Intégration des fonctions exponentielles , loga- 
rithmiques, et circulaires. 

239. Si l’on sait intégrer la différentielle F (x) dx , on 
saura aussi intégrer les suivantes, par une simple substi- 
tution : 


• dx v 

F (e r ) e z dx , F ( 1 x) — , F ( sin x) cos xdx , t (cos x) sin xdx , 
x 


F(arc sin x ) 


dx 


y 1 — x’ 


. . dx „ , . dx 

F (arc cos x) y , r (arc tang x) 


y 1 — x* 


I -f- X’ 


On voit de même que si F désigne une fonction algébrique , 
on rendra algébriques les différentielles 

F (e x ) dx , F (sin x , cos x) dx , 

F (sin x, sin 2x , . . . , cos x , cos 2X , . . . ) dx , 

en posant respectivement 

e T — z, sinx = z, ou cos x = z. 
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240. Soit maintenant la différentielle Pz"dx , dans la- 
quelle z désigne une fonction transcendante. 

Si l’on p ose 

ypd*=Q,/gJ^=R,/R^«te=s, 

et que l’on puisse obtenir les fonctions déferles par 
Q , R, S, l'intégration par parties fera connaître /Pz"dx- 
En effet, on aura 


J' P z n dx = Qz" — n J' Q 2*~‘ dx , 

f = / Ki '~'^ dX ’ 

et ainsi de suite. Donc 

fPz n dx = Qz n — nRz“~‘ 4 - n (n — 1) Sz" - * — etc. 

241- Si l’on suppose P = 1 et que l’on fasse successi- 
vement z — 1 x , z — arc sinx , on trouvera 

j\’ , xcb! = x[ l"x — n 1* -■*-+- n(ii — i)l“-*x — . . . ± n(n — i). . .a. I] -t-C, 

/ ' ... f n V l— ** n(n— i)x n(n— l)(n— a)l/| — x* ”1 

(arc sinx)»<ix=: H : : — -r- : — ~ |(arc8inx) 

' L arcsinx (arcsinx)* (arcsinx) 1 J 

Si l’on suppose P = x m “ l et z — \x, on aura 

f'x m ~ ■ l»x<tr = — f l»x — — t «x-f- n ^-‘?l-.x— + c 

J m \_ m m’ m * J 

Si, dans la première et la dernière de ces trois formules, 
on pose \x = z, elles deviennent 

/s“c ! rfx — e»[s» — nü"-* -f- n (n — i)x”-» — ... ± n (n — 1 )... 2 . l] + C , 


» - 4 - C. 


e a *Y~ n n(n — 

z*e as dz = — z N ~~ — - — 

« L a «* 


o 


...i: 


n(n— i)...a, r 


C; 
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si dans la seconde on pose arc sinac = z, d’où 


elle devient 


x — sinz, dx — cos zdz. 


/i«cos*rfï = sinî[ï” — i»;n—i)*— -1- cos *[nz—' — n(n — i) (n — a)z— ’ -h. ..] -+-C. 


On peut d’ailleurs obtenir directement ces trois dernières 
formules, en déduire réciproquement les trois premières. 

242 . Les deux intégrales J e ax cos bxdx et fe ax sin bxdx 
peuvent se déterminer à la fois au moyen de l’intégration 
par parties. En effet, on trouve immédiatement 



cos bxdx — 
sin bxdx — 


e ax cos bx 
a 

e ax sinèx 
a 



sin bxdx , 
cos bxdx . 


De ces deux équations on tire, pour ces intégrales, les 
valeurs suivantes: 


/• 

/ 


• ax cos bxdx — 
e ax sin bxdx — 


acosbx -f- b sin bx 


d‘ + b * 

a sin bx — b cos bx 


a 1 -f- 


c° x +C, 
e ax + C. 


243 . On pourra encore déterminer les intégrales 
f x" e* x cos bxdx, f x n e ax sin bxdx , 

en abaissant successivement l’exposant de x. Mais le cal- 
cul sera simplifié au moyen de la formule ci-dessus, qui 
donne la valeur de f z" e‘“ dz , dans laquelle on rempla- 
cera a par a -}- b \/ — 1. Elle devient alors, en substi- 
tuant x à z , 

/* 1 

J x n e ar {Qo^bx- i r\^ — 1 &inbx)dx — 

e**(cos ix-l-V/ — I sint>j)r , nx"~' | _j_ n ( n — 0--- a - I ~1 ^ 

L a-hbl/^î 
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Si l'on égale les partiesréelles des deux membres, ainsique 
les parties imaginaires, on aura les valeurs des deux inté- 
grales cherchées. 

244- Considérons maintenant les différentielles de la 
forme 

sin m x cos" x dx . 


Si l’on pose sinar=z, d’où cos xdx=dz, on obtient 

n — t 

z m ( i — z 1 ) 3 dz . 

Elle rentre ainsi dans les différentielles binômes, et sera 

intégrable lorsque - — -- — sera entier, c’est-à-dire lorsque 

m sera un nombre entier impair ou lorsque n sera un 
nombre entier impair , ou lorsque m -j- n sera un nombre 
entier pair. On aurait pu poser cos x =s z, et la différen- 
tielle serait devenue 

m — i 

— z" (i — z’) 3 dz, 

d’où l’on aurait tiré les mêmes conséquences. 

245 . Au lieu d’employer ces transformations , on peut 
traiter directement la différentielle proposée , au moyen de 
l'intégration par parties. On trouvera ainsi 


(0 / Si 

Or 


, sin m +*x cos"— f x n — 1 . 

sin m xco8'* xdx — h / 9in m + - »xcos"- a xdr. 




f sin m+: " x cos " 1 xdx = f (sin "x cos “ 7 x) (i — cos *x)dx 
— / sin "z cos 1 xdx — f sin m dx cos * xdx ; 


substituant et réduisant, il vient 

M /■ 


_ sin m + , xco8 n “*x n — . . , 

sin m xcos rt xax— I sin m x cos"“*xax. 


^/ si 


Donc si n est positif, cette formule 1 abaisse de deux 

»*j 
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unités, sans changer m, excepte toutefois le cas où 
m n = o , que nous examinerons plus tard. 

En supposantque ce cas ne se présente pas jusqu’à la lin 
du calcul, et en continuant de diminuer l’exposant dé- 
cos x, on le ramènera à o ou i s’il est entier. 

246. En dirigeant autrement l’intégration par parties, 
on abaissera successivement l’exposant de sinr. En effet, 
on a 


/ ' . cos"+' xsiiv-'x m— r P. , , 

sin°ec cos"-rdx— -4 / sin^-vr cos' l +*Tax. 

« -t- 1 «H- 1 J 


Or 




/sin m - 9 x cos n + 9 xi£r = /(sin m - 9 x cos n x) (i — sin’*)<£r 

= f sin m “ a x cos"xûLr — f sin w x cos rt x<£r. 



Substituant dans la précédente , et réduisant , il vient 

... /* . . sin" | - , x cos"+'x m— i /* . 

(il # sin m xcos "xdx= ; 1 - — / 8in m - 9 x cos"xax. 

^ m -f- n m + nj 


Si donc on excepte encore le cas de m -{- n — o, on abais- 
sera l’exposant de sin x d’un nombre pair quelconque, et 
s’il est entier, on parviendra à le réduire à zéro ou à 
l’unité sans que l’exposant de cos x ait changé. S’ils sont 
tous deux entiers, on les réduira successivement l’un et 
l’autre, autant que possible, sans les rendre négatifs, et il 
restera à intégrer une des expressions suivantes , 


fdx, fcosxdx, fsiaxdx, /sin.r cos xdx, 


que nous considérerons tont-à-l’heure. 

247. Supposons maintenant que m étant positif, n soit 
négatif et remplacé par -v n ; la formule (2) donnera 

y *sin m x sin w, +'x n ~\~ \ /• sin^x 

— dr = I J r 

cos^x (m — «)cos«i-'x m — njç os-'tîj 
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L’exposant de cos x se trouvant élevé de deux unités, on 
tirera la valeur de l’intégrale qui est dans le second mem- 
bre, et l’on trouvera, en changeant n -j- 2 en n, 


(5) 


y 'sin 

COE 


■ dx = 


sin'*+*'.r 
(n — i)cos w -"*x 


n — m — a /* ain m x 

* / dx. 

n — 1 J co8 B “*x 


Cette formule ne peut être appliquée dans le cas d en= 1. 
Si en même temps m est entier, on l’abaissera au moyen 
de la formule (4), et l’on parviendra à 


/ 


cosx 


dx, 


ou 


r dx 
J cos x’ 


expression que nous traiterons à part. 

248. Si au contraire n est positif et m négatif, reinpla- 
çons-le par — m dans la formule (4), elle devient 


/ *cos''x 
sin m x 


dx — 


cos” +*x 
(m — n ) 8in w +*-r 


m 1 
m — zi 


/ 


cos a x 

sin”»+ a x 


dx. 


L’exposant de sinx étant augmenté de deux unités, on 
tirera la valeur de l'intégrale du second membre, et l’on 
aura , en remplaçant rn -f- 2 par m, 


( 6 ) = . 

J sin m x 


C08*+*X 


m — fi — 


(777 — 1 ) 8in n »’* , X 


n — 2 cos*x ^ 
— 1 J sin"-’x 


Cette formule ne peut être appliquée si m — 1 ; mais alors, 

en abaissant l’exposant de cos x , on arrivera , s’il est en- 

, „ , . C cos x r dx 

tier, a 1 une des expressions / -r ax, ou / - — 

r J sm x J sin x 

que nous intégrerons tont-à-1’ heure. 

249- Supposons enfin que m et n soient négatifs tous 
les deux, et remplacons-les par — m et — n. La for- 
mule (2) deviendra 


J si 


dx 


sin m xcos B x (w-+-n)8in w “ , xcos* 


n -d- 1 / * dx 

m+nj bin"*x cos*-*- , x’ 

! 7* • 
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ou , en tirant la valeur île la seconde intégrale , et chan- 
geant n -f- 2 en n, 


sin“.i 


dx I 

t cos*x (n — i) sin' n *” , x cos n ’ _, x 


m -b n — 


n — a /* 

— i J sin w .i 


dx 


On tirera semblablement de la formule ( 4 ) 


y 1 dx 

sin"‘jr cos"* 


(m -+-n)sin m + , xcos , *- , x 


- /- 
-n J si 


dx 


sin m- *‘*x cos 1 * x 


Tirant delà la valeur de la dernière intégrale, en rem- 
plaçant m -f- 2 par m , il vient 


-/a 


sin m xcos B .r (m — i)8in m *“ , xco8 n “ , x 


m -f- n — Q /' Jx 
m — i J sin m - 9 xcos'x 


Au moyen des formules (7) et (8) on diminuera du plus 
grand nombre pair possible les exposants de sina: et 
cos x. Il 11’y aura d’exception que pour le cas de m = 1 
ou n = 1 , et alors on parvient, en supposant m et n en- 
tiers , à l’une des expressions suivantes 


/ dx r dx r 

sin x’ J cosar’ J si 


dx 


smar cosx 


que nous allons intégrer. 

2O0. En réunissant les cas particuliers auxquels on est 
conduit par l’application de ces procédés, on voit que 
l’on sera toujours ramené, dans le cas des exposants en- 
tiers, à effectuer l’une des intégrations suivantes: 


y dx , / cos dx. / sinxJ.r , / sinxcosxtir, / — dx , / dx y 

’J J J J cosx ’J 81 nx 

dx /* dx /* dx /*&in m x /*cos m x ^ 

.sin x cos x’ J siiix’^/ cos x' J cos«*x sin w x 


Les six premières s'obtiennent immédiatement et ont pour 
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valeurs respectives 


Jdx = x- }-C, Jcosdx=sinx+C, 

/* /* si il 3 x 

I s\nxdx = — cosi -f-C , I sin.r cos xdx — — (-C. 

Dans les deux suivantes le numérateur est la différentielle 
du dénominateur, abstraction faite du signe. Donc 


/'sin xdx 


, . „ rcasxdx . . 

■ 1 COS X -f- C , / : = 1 SIU X -f- G 

J sina: 


• . , tUL 

On intégrera la suivante en divisant ses deux 

° sinarcosx 

termes par cos’jc; elle devient alors 


cos’x C d tanejr , 

= / « — = 1 tanga: -f- C. 

sinx J tangx ° 


doc . 

La suivante s’intégrera en divisant ses deux termes 

„ , , . , , . .xx 

par cos apres avoir remplacé smx par a sin - cos - 

elle devient alors 


d* 

/ >— 

C05* — | il. tang 1 

—7 = r= 1, "‘l+ c - 

,,n î J 

c«.-' 

a l’intégrale f à cette dernière, en ob- 
° J cosx 


i ramènera 
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servant que 



= ,un 8 fat)-*- 0 - 


a5 1 . II ne reste plus à intégrer que les deux exprès- 
sin” x cos* x 

sions — - — dx, et . dx , qui rentrent l'une dans 
cos n x sm n x 1 

l’autre par le changement de x en ^ — x. 

Or la formule (i) devient, en supposant n négatif et égal 
à — m , 


/ * tanK m+l x /* 

tang in ardx = — 2 __ llang m+1 xdx, 

m -f- i J 

et par conséquent, en remplaçant m 9 par m, 


j tang".r dx= — — j tang "‘~‘xdx. 


En continuant à abaisser l'exposant de deux unités , on 
parviendra à f dx, ou ftangxdx, qui a été déterminée pré- 

/ Sllî x 
côslr ' 


On aurait trouvé de même 


j col m xdx — 


cor -1 x 


m — 1 


j col m * xdx . 


Cette formule ramènera, soit à f dx , soit à J coi xdx , 

C cos x 

qui a été déjà déterminée , quand on a cherché j ^ dx. 
95a. En appliquant les principes précédents à la déter- 
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mination des intégrales 

Ç su\ n xdx , Çcos n xdx, Ç tanj >' 1 xdx , 

/ ■ r dx /* dx 

COt "Xdx, I -r— , I 

’ J sin" x J cos x 

on trouve, i° en supposant n pair, 

J sm*xdr= — [8m«-'x+ — sm- »*+■•••+ , >4 .. (n _ 4) (n _ a ) J 


1.3 -{n— 3) ( n ~~ l l ,._L.r 
2 .ij...(n— a)n 


/■ , sin if n — I , ^ 3.5...(n-3) (n- i) 

J COS » J rir= — j^CQS”--!^ — C0S“-3ar-(-... + - ij — 


1. 3...(n-3)(n-l) 

2.4"-( n — 2 )' 1 


cosx 


-C, 


1 


A>o g .x,ir=! î2Q_îî£§!^f+...±tan e *q=x+C, 
y u n — 1 /i — 3 

/■ 


cot" x<ir == — 


cot n ” , ar cot' , “"*x 

n — 3 


y * sinx T . n — 2 . . 2.4*-*( n — 4M” 2 ) „/,« ~"1 _i_ C. 

sCC“x<£r = — ^ sec n-.x+ — séc»-3x+...+ - i 3 (n _ 5; (n -Z5) StCX J + ’ 

J coséc” xdx = — [coséc”- 'x 4. | coséc» - >x-k , . 4- ( 3 coséc X J ~ h( ^’ 

2 0 . En supposant n impair, 

/ • cosx T . n — 1 . . a.4. . • ( w 0*1 , r 

sin"xrfx = - >x 4- — . 4- , . 3 , , . ( „_ 4) - ( T ^; J + C ’ 

J cos«xir = — [cos»-x4- — cos I r .3... (B _ 4 ) ( „^)J '' 

f Unrxdx = l - ± ^ ±lco sx+C, 


cot"xc£r = — 


n — 3 
coi 1 *— ‘x ^ col’ 1 - 3 * 

n — 1 


a 

col* x 


=p Iainx +C, 


/* 

fséc-xdx^ fec-x + ^séc.-»x+...+ 3 ;- , ; :g — | séc» x] 

■ a) 

-+- a. 4 - !” — 0 \ a 4 / 

/cosée-xrfr =— ~ [coséc- 'x4- 'i-| coséc— »X4-... ( (n _ 3 j «osée* x] 

a.4. ..(o-i) ‘’a 
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a53. Observons, en terminant, qu il est quelquefois 
plus simple de réduire les différentielles de la forme 
dx 

— — , en les multipliant une ou plusieurs fois de 

sin m ;r cos"a.- 1 1 

suite parsin’ x-f-cos’ x-, ce qui n’en change pas la valeur. 


Par exemple -r— — — — — se changera en 
1 sm a a:cos“.r ° 

dont l’intégrale est tanga: — cotx -|- G. 

Remarquons encore que l’on pourra quelquefois, avec 

avantage, remplacer les puissances du sinus et du cosinus 

de x par leurs développements en fonctions linéaires des 

sinus et cosinus des multiples de x. 


dx 

LOS 1 X 


4- 


dx 


Intégration par séries. 

254- Lorsqu’on ne peut intégrer exactement une diffé- 
rentielle F (x) dx , on peut se proposer de développer son 
intégrale en série-, et pour cela on développera d’abord la 
fonction F(x). Soit donc 

(0 F ( x ) = i/ 0 -f- u, u, -P . . -f "n -f- etc. . . , 

et admettons que cette série soit convergente, sans quoi 
elle ne pourrait remplacer aucune fonction. 

Soit s„ la somme des termes jusqu’à u n inclusivement , 
et /•„ le reste de la série, qui tend vers zéro à mesure que 
n augmente. On aura 

F(x) = s n 4- r„. 

Intégrons les deux membres de cette équation entre deux 
valeurs quelconques x„ et X, nous aurons 

I' x . /-X 

I h (x) dx = I s„dx -f- I r n d.r ; 

J X£ J X„ J X o 
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et puisque /'„ tend vers ze'ro, J r n dx tend aussi vers zéro ; 


donc 


(a) / (x)<£r = lim. /^S„d* = f u a dx u,dx -h aie. , 

xJ x o xJ x o x/ x o xJ x o 


ou , en remplaçant X par a: , 

/ F (x) dx — J u 0 dx -f- etc. 

* 0 a *o 

L’équation subsistera évidemment en prenant les intégrales 
indéfinies 

/F (x)dr = J~u 0 dx -f- etc. 

255. Si la série (i) n’était pas convergente, pour la li- 
mite X, on pourrait craindre que la formule (2) ne fût 
inexacte-, mais nous allons voir qu’elle subsiste encore, 
pourvu qu’elle soit convergente. En effet, elle est démon- 
trée pour toute valeur de x comprise entre x et X -, c’est- 
à-dire que l’on a pour ces valeurs 




m„ dx -(- . . . -f- 



u n dx etc. 


Or la limite de la somme des termes du second membre 
est une fonction déterminée et continue de x , puisque la 
série des intégrales est supposée convergente , même pour 
la valeur X. Si donc on fait tendre x vers X, les deux 
membres de l’équation tendront chacun vers une limite , 
et ces limites ne peuvent être inégales. Donc 



u 0 dx + 



v,dx -+- etc. 


La même démonstration se ferait pour la limite x„, et 


Digitized by Google 



■zrtfi 


COURS I) ANALYSE. 


même pour toute valeur intermédiaire, pour laquelle la 
série ( 1 ) cesserait d’être convergente, sans que la série des 
intégrales cessât de l’être. 

256. La fonction F (x) peut quelquefois être déve- 
loppée de bien des manières différentes en séries conver- 
gentes : on choisira celle qui conviendra le mieux à la 
question. Si on la développe suivant la formule de Maclau- 
rin , on aura 

F(x = F(o) F'(o).r -+- F "(o) -e ... -t- F" (o) — — a- etc. , 

et par suite 

O ) J F(x ) iLx — C-h F(o)x -+- F'(o) — ■+- F"(o) F-(o) ■ ^ -4- >' 

Il est facile de reconnaître que ce second membre n’est 
autre chose que le développement de f F (x)dx d’après la 
formule de Maclaurin : C représente la valeur arbitraire de 
cette fonction pour x = o. 

Si l’on voulait connaître l’erreur commise en s’arrêtant 
à un terme quelconque F n-, (o)^— ^ -, dans la sé- 

rie (3), il suffira de multiplier — par la dé- 

rivée de l’ordre (w-j-i) de la fonction fF{x)dx , en 
donnant à x dans cette dérivée une valeur Ox intermé- 
diaire entre o et x. C’est la règle connue dans le cas de la 
formule de Maclaurin, dont l’équation (3) est l’applica- 
tion à la fonction fF(x)dx. Si donc on désigne par A 
la plus grande valeur de F" (x) quand x passe de o à .r , 
l’erreur commise en s’arrêtant au terme qui renferme x' 

A't 1 

sera moindre que —, ; . 

l i .a... (n-t-i) 

2.5'j. On pourrait développer la fonction / F (x) dx 
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par la formule de Bernoulli, qui donne pour une fonction 
quelconque y, 


y —y n + * 


dy 

dx 


x * dy 

i . 2 dx ‘ 


x 3 

i .2.3 dx 1 


etc. , 


y 0 étant la valeur dey correspondant à y = o. Si l’on sup- 
pose 

T = /F(x)dx, et y o = C, 

on aura 


(4) J F{x)dx =C+*F(x)-i^F'(*) + F"(*) — etc. 

On obtiendrait cette même formule en intégrait par par- 
ties la différentielle F (x) dx. En effet , on aura successi- 
vement : 

J F (x)dx — x F (x) — Çx F’(x)dx , 

fx F' (x) dx = F'(x) — — F "(x)dx, 

J > .2 J I .2 

f—F"(x)dx = ——5 F* (x) — f-^~ F”(x)dr. 

./ 1.2 1 . 2.3 J I .2.3 

Si, en continuant indéfiniment ces intégrations, la der- 
nière intégrale tend vers zéro, ou aura, en faisant les 
substitutions et ajoutant la constante arbitraire , 

fF(x) dx~ C 4- xF(x) — — F' (x) + - F" (x) - etc., 

1.2 1.2.3 

ce qui n’est autre chose que la formule (4). 

258. Lorsque la fonction F(x) est le produit de plu- 
sieurs facteuvs , on peut se borner à développer l’un d’eux 
en série, pourvu que les autres facteurs multipliés par les 
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divers termes de cette série donnent des produits inté- 
grables. 

Soit, par exemple, la différentielle 
dx 

l / ax — x 2 \/ 1 — bx' 



(jjui se rencontre dans le calcul du mouvement du pen- 

dule. On peut développer (i — bx)~ * si l’on suppose 
bx < i , abstraction faite des signes, et l’on aura 


.i i i.3 i .3.5 

fl— Sx) 1 = H — bx H '-7 b’ x> -i — L-L- Sî x i e tc. 

v ' 2 2.4 2.4.6 

Substituant ce développement dans la différentielle pro- 
posée, on aura à intégrer des termes de la forme 

x m dx 
y' ax — x a 


expression que nous avons intégrée dans la théorie des 
différentielles binômes. 

259. L’intégration par séries peut servir à faire con- 
naître les développements des fonctions dont on sait dé- 
velopper les dérivées. 

Ainsi , par exemple , la dérivée de arc sin x est — ■ 

y 1 — x ’ 

dont le développement est 


1 i.3 , i.3.5 . , 

1 + - x* -j 7 x* -) y— p x 6 + etc. 

2 2.4 2.4.0 


Donc 


. ,, I l .3 a? 5 1 .3.5 x? 

arc sin x = C -+- x - — -i 7T h r-— h etc. 

2 3 2.4 5 2.4.6 7 

Mais il faut remarquer que le radical ayant été pris posi- 
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tivement, on suppose que l’arc et le sinus varient dans le 
meme sens. La formule ne s’applique donc pas aux arcs 

compris entre ^ etîr; mais elle convient aux arcs com- 
pris entre o et-{- ^ : elle conviendrait de même aux arcs 

entre o et — Elle doit, par conséquent, être satis- 
faite quand on y faitx = o, et par suite C doit être nul ; 
on a donc 


. i * 1 i .3 * 5 i .3.5 x7 

arc sin x = x H — | — -l y-r. — 

a 3 2.4 5 2 . 4-0 7 


-t-etc. 


Le développement de ^ z n’est plus convergent 

pour x = t ; mais comme la série des intégrales ne cesse 
pas de l’être , la formule précédente représente arc sin.r, 
même lorsque x = 1 . On a pour cette valeur particulière 


■x I 1 1 . J I 

; == ‘ + 


2.4 


1.3.5 1 

7 > • - + etc. 

2.4.6 7 


Mais cette série serait trop peu convergente pour servir à 
calculer n. 

260. On aura de même le développement de arc tang x 
en développant ^—^—7, qui eu est la dérivée. 

Si l’on suppose x < 1 on ordonnera par rapport aux 
puissances croissantes de x, afin que la série soit conver- 
gente , et l’on aura 


1 + x 


- 5 = 1 — x 4 -f- art — x 6 -f- etc. 


Donc 


r ilx _ , x 1 , x b x’ 

I ■ *TTZ C "f* X — — *4“ T 1 “ “4“ etc 

J 1+1' T 3 ‘ 5 7 ^ 
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L’arc étant nul avec sa tangente , on aura 


C = o , et arc tang x — x - — J r — 1 - etc. 

o 3 x a 7 

Si au contraire on a I > i , on aura, en ordonnant par 
rapport aux puissances décroissantes de x , 


i i i . i » 

— — - — — , “4“ — — — - — f- etc. : 

X‘ + i x 5 x*'x* x * 


donc 


arc tang * = C- ^ ^ ± — etc. 


La constante est -, puisquex infini rend le premier membre 


égal à-. Ainsi, pour les valeurs de x numériquement plus 
grandes que l’unité , on a 


arc tang x — - — - -f 


i i 

3 x 3 5 a:*' 


Il faut remarquer que la première formule donne les arcs 
positifs depuis o jusqu’à - f seulement. La seconde ne con- 


vient qu’aux arcs compris entre cette limite et - qui est 

la plus grande valeur du second membre. 

Ces formules sont exactes pour x = i , parce qu’elles 
restent convergentes, quoique les séries qui expriment la 
dérivée ne le soient plus. Elles donnent alors 


■x lit 

7 =t — 5 + ê h etc. 

4 357 


261. Cherchons encore de cette manière le dévelop- 
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peinent de 1 ( i + x), dont la dérivée est — J — . 

i -f- x 

suppose x < i , on a 


i 4- x 


i — x -f- x 7 — .r* . 


r dx _ 

J I + x ~ 


sMr U. «A- 

C + *- _ + -__- 4 - etc - 


Le logarithme de l’unitéétantzéro, il faut supposer C = o 
pour que la formule représente 1 (i -j- a:), et l’on aura 


, . , . x x- X ’ 

1 (x +x)=. x — — -f T — 7- + etc. 

2 O 4 - 

Cette formule étant convergente pour x = x , quoique la 

série qui cxpi’ime la dérivée ne le soit plus, ne cesse pas 
d’être exacte pour cette valeur particulière. 

Si l'on supposait x > i, et qu’on ordonnât le dévelop- 
pement de — par rapport aux puissances décroissantes 
de x afin qu’il fût convergent, on ne trouverait plus 
1 (i -f- x), mais seulement 1 (i + x) — 1 .r, ou 1 


Passage des intégrales indéfinies aux intégrales 
définies. 

262. Nous avons démontré dans le n° 221 que si la 
déiàvée d’une fonction quelconque F ( x ) est continue 
pour toutes les valeurs de la variable depuis x 0 jusqu’à x, 
la différence F(x) — F (x u ) est la limite de la somme des 
valeurs que prend F' (x) dx lorsque l’on fait passer la va- 
riable de x, à X par degrés infiniment petits représentés 
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par dx : d'où résulte la formule 


(1) f F' (*) dx = F far) — F (x 0 ) . 

J * 0 

Ainsi pour connaître lintégrale définie de F' (.r) dx entre 
des limites données , lorsqu’on connaît l’intégrale indé- 
finie, ou une fonction quelconque F (or) ayant pour dé- 
rivée F' (.r), il suffit de substituer les limites de l’intégrale 
dans F (a:), et de retrancher le résultat relatif à la plus pe- 
tite limite, de celui qui se rapporte à la plus grande. 
Exemples : 


/*w=-±-, rv.*=,,rvwr=i, r— = -- 

J o m-h 1 J o do a J a 2a 

/' X dx _ t /‘a dx _ 1 f * 00 dx n- 

J—tt -+■ ~ <*’ J O y a*— X* ^ J — oo(x — = y 

/ 'OC a p CO h 

c~ a * cos = — , / e~ ax s in bxdx = , 

O ^ o n*-(- 4 >’ 

TT 1 T 

y *2 . .. , 2.4.6... 2* /*2 . 

sin jt +'Tiir = ~ ^ — r = I cos>‘+':r<lx, 

„ 3 . 5 . 7 . . •(**■*-■) J o 

5 T TT 

/*2 . j 1 . 3 . 5 . ...'2i — i) w /*2 t , 

/ sin ,l xdr = r — — -- / cos”xÆr. 

,/ o 2.4.6... 2* 1 J „ 


s: 

y '2 

cos’*æ 

/ ‘ I x**dx 1 . 3 . 5 ... (2* — 1) cr 

„ _ a -4 6... 1k 2’ 

/ ' f x**+* dx 2.4.6... 2 A 

r» — 3.5.7. ..(2* •+- *)" 


coft -1 ‘x sir) 1 *+>xdx — —■ 


2.4.6. . . 2 k 


■‘ l xdx 


(21 -t- 1) (al h- 3 ).. .(an- 2*-+- 1) ’ 
_ i. 3 . 5 ... (al — Qi. 3 . 5 ... (a*— 1) t 


Ces dernières intégrales rentrent dans deux des précé- 

, doc 

dentes en posant x = sin z , d’où — ■ — = dz. 

V 1 — r 1 
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x im dx 


L’intégrale indéfinie de ^ peut être déterminée en 

décomposant en fractions simples l’expression — — , dans 

X -f* I 

laquelle on peut toujours supposer m < n. D’après cela, 
si l’on fait 2 m 1 = a, on obtiendra 


20 x %m dx 
• — 

— ce X 


‘ ^ ^1 ff, f /jy n < ^ ^ |7T 

= - sino7r-4-sin 'i<j?r-+- sin 5fl7T 4-. .-f-sin('in— i)a7r = — : — 

a "H-l n [_ ' J nsini 


On aura encore, en supposant que m et n soient des 
nombres entiers positifs tels que m < ' n, 



x m ~' dx 
i -+■ x n 


■ ê 

sr 


mx 
n sin — 
n 


». f» 

ai maintenant on pose x" = z, — — a , cette équa- 

. , . r^z^-'dz x . 

tion devient / = , a ayant une valeur 

J o i 4- z siu ax J 

commensurable quelconque comprise entre o et i , et 
pouvant avoir aussi par conséquent toute valeur incom- 
mensurable comprise entre les mêmes limites. 

On trouvera encore, d’après une formule précédemment 
démontrée, en supposant n > i. 


i 


00 dx 

(' 


i.3 5 ... (2/1 — 3) x 

2.4.6 ... (2 n — 2) 2" 


Il faut bien remarquer que la formule (1) ne subsiste- 
rait plus si la fonction F (x) devenait infinie entre les 
limites de l’intégration. Dans ce cas la somme des élé- 
ments F' (x) dx peut être infinie, ou indéterminée. Il 
faudra donc toujours s’assurer si F (x) ne devient pas in- 
fini dans cet intervalle, et c’est seulement lorsque cette 

18 
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circonstance 11e se présentera pas que Ton pourra dire que 

F (x) F (x 0 ) est la limite de la somme des éléments 

tels que F' (x)dx. Dans le cas contraire on partage l’in- 
tégrale en deux autres ayant pour limite commune la va- 
leur particulière de x, et l’on examine séparément chacune 
d'elles. 

/ -f" b dx 

^4 , la formule (i) 


donnera — 3^ — 3^* expression qui est négative, taudis 

que tous les éléments sont positifs. Mais ^ devenant in- 
fini pour x = 0, il faut s’assurer si l’intégrale ne le de- 
vient pas aussÊ C’est ce qui arrive en effet , et la formule (1) 
suppose que cette circonstance n'arrive pas. 

Dans le cas actuel les deux intégrales partielles sont in- 
finies de même signe-, par conséquent il n’y a pas indéter- 
mination, et l’intégrale demandée est infinie. 

f doo 

— . Si les deux limites 

OC 

sont négatives, on a une somme d’éléments négatifs, qui 
seraient les mêmes, au signe près, que si l’on prenait ces 
limites positives. Ainsi l’on aura 



r b ^ = ] b -ia=\i 

J _ a X a 

Il n’y aurait de même aucune difficulté pour deux limites 
positives-, mais si elles ont des signes différents, l'intégrale 
1 x passant par l’infini, la formule ( 1) n'est plus démontrée , 
et il y a cela de remarquable, que la somme des éléments 
est réellement indéterminée. 

, /** -f 1 b doc 

En eflèt, soit l’intégrale définie j — -, partageons- 
la en deux autres, dont les limites soient — fl, — rp pour 
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la première, et — }— ev — j -b pour la seconde , e étant une 
quantité qui tend vers zéro , et p , v deux nombres cons- 
tants arbitraires. La première intégrale aura pour valeur 

1 — , et la seconde 1 - : leur somme sera 1 - -j- 1 - . Elle 

ne renfermera plus e, et par conséquent , si l’on fait tendre 
cette quantité vers zéro , on aura pour la somme des deux 

i'b dx 

intégrales , ou pour l’intégrale J — , la quantité indéter- 
minée 1--J- 1-, qui dépend du rapport arbitraire des inter- 
valles infiniment décroissants ep, ev. Si on les suppose 
égaux, 1 - devient 1 i ou zéro , et il reste I -. C’est ce que 

M. Çauchy appelle la valeur principale de l’intégrale in- 
déterminée. 

16 3. Lorsque l’on applique l’intégration par parties à 
la transformation des intégrales définies, et qu’on donne 
les mêmes limites aux intégrales, il est facile de voir en gé- 
néral comment doit être déterminée la constante. 

En effet, on a 

ff(x)d<p(x) — /(. r) <p (x) — j <p(x)df(x). 


Si r on veut que les intégrales soient prises entre les mêmes 
limites x„ et X, on commencera par les prendre a partir 
de x„-, mais alors il est nécessaire d’ajouter une constante 
arbitraire à l’un des membres , ce qui donne 


f f( x ) d <P(*) — c +A*)<P(x) — f <p(x)d.f(x). 
J *0 J T„ 


Pour que cette équation ait lieu en faisant X =x„, il faut 

. 18. . 


/ 
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que l’on ait C = — f{x „) <p(:r 0 ), et par consc ! queut 



f X f(x)d.<t>(x)=f(X) ç(X)—/(x B )0(x o ) — f <p {x)d.f{x). 
J *0 J X o 

264» Si l’on renverse les limites d’une intégrale définie, 
on ne fait que changer son signe -, car les accroissements de 
x changent de signe , et les valeurs absolues des éléments 
différentiels ne changent pas. On a donc 

J F (*) dx = — / x °F (x) dx, 

ce qui s’accorde avec l’expression de l’intégrale définie au 
moyen de la fonction <p (x) dont la dérivée est F(x). En 
effet on a 

F(x)<Zx = 0(X) — 0(x o ), f x —0(x o ) — ?(X), 


expressions égales et de signes contraires. 

/•X 

265. On peut changer l’intégrale I F (x) dx dans la 

t/Æ*o 

suivante 



x a — x)dx. 


dont les limites sont les mêmes. En effet, les éléments qui 
les composent l’une et l’autre sont les mêmes eu ordre in- 
verse. En partant de cette remarque , qui est quelquefois 
utile, on peut, par une suite d’intégrations par parties, ob- 
tenir très simplement la série de Taylor, comme on va Je 
voir. 

266. Série de Taylor. Soit F (x) une fonction quel- 
conque qui reste continue , ainsi que ses n premières déri- 


Digitized by Google 



PREMIÈRE ANNÉE. 


2 77 

vées , entre les limites x et x -f- h. On a Évidemment 

F(x-f-Aj — F(x) = f F'(x z)dz\ 

et, d’après ce qui vient d’étre dit , 

f F'(x -j- z) dz — f F'(x -f h — z)dz. 

J o J o 

x est constant dans cette intégration , z seul varie. 

Intégrant par parties cette dernière expression et celles 
qui s’en déduisent , il vient 

/F'(*+J-j)4 = «F(x + « -*)■+- /*F'(x-|-A- t )<fz 

= x F(x -t- A — s) - 4 - F'(x -+- h — *) -I- J + — z)dz = etc. 

— 1 + — F*(x+i-j) +.. .h — — F*-’(x-+- h —à) 

i ' ' i.a v ' i.a... (n— i) ' ' 

g*-‘ 

- r F"(X H-A — t)dt. 

Si l’on prend les intégrales entre les limites o et h, il faudra 
faire successivement z — h, z = o dans les termes en de- 
hors du signe f, puis retrancher le dernier résultat du pre- 
mier, ce qui donnéra 

y‘V(*+A -z)dz = A F(x) il F“(*)-k..+ F— w 


Mais 


donc 


F(x 


/ 'h s»—* 

—, T F*(x -f- A — z)dz. 

0 i. 2 ...(n— i) 

t 

+ h) — F(x) = C F'(x -f- h — z)dz-, 

J O 


F(x -f- A) = F(x) -h h F(x) -t- ^ F"(x) +... •+- F— (x) 


— ■ ■■ ‘ f h z*-' F"(x -H A — z)dz 

1 .3. . .(» —I) J o 
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Lorsque le terme qui renferme 1 intégrale définie tend vérs 
zéro, à mesure que n augmente, la série converge vers 
F(.r-f- h), et devient celle que Taylor a fait connaître. 

On peut donner une autre forme au terme qui exprime 
l’erreur commise, en s’arrêtant au terme «le rang ». En effet 
l’intégrale définie est égale à la somme des facteurs z"~'dz, 
multipliée par une valeur moyenne entre la plus petite et 
la plus grande que prend F"(x -f- h — s) quand z passe 
dcoà/i; et comme cette fonction est supposée continue 
dans cet intervalle , cette moyenne est l’une des valeurs 
que prend F"(.r -f- h — s) pour une certaine valeur de z 
comprise entre o et h\ d’où résulte aussi pour h — s une 
valeur comprise entre o et h, que nous représenterons par 
Oh. Le terme qui complète le développement devient donc 


1 


F n (r + 6h) 
1.2... (n — 1) 



h m 

eu 

1.2 . . . n 


F* (x 


f 6 h). 


C’est sous cette forme qu’on l’avait présentée dans le Cal- 
cul différentiel : 0 est une fonction inconnue de x, et l’on 
sait seulement qu’elle a une valeur positive plus petite cjue 
l’ unité. 

En prenant la plus petite et la plus grande des valeurs 
de F" (x) dans l’intervalle de a: à x ~\~ h, on aura deux 
limites entre lesquelles sera comprise l’erreur commise en 
s’arrêtant après le terme. L’intégrale définie re- 

présente la valeur exacte de cette erreur, mais elle pré- 
sente la difficulté de l’intégration, et l’on ne peut généra- 
lement se proposer que de la renfermer entre deux limites 
connues. 

Applications géométriques du calcul intégral. 


2(17. Les méthodes que nous verrous d’exposer ont 
pour objet de faire connaître une fonction quand on a l’ex- 
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pression de sa différentielle ou de sa dérivée. On aura donc 
ramène immédiatement à ces méthodes la résolution de 
, toute question où il s’agira de déterminer une fonction 
d'une seule variable , lorsque l’on aura pu parvenir à con- 
naître l’expression générale de sa différentielle. Or cette ex- 
pression est beaucoup plus facile à déterminer que celle de 
la fonction elle-même ; car, en vertu du principe fondamental 
que nous avons démontré dans le Calcul différentiel , on 
peut négliger toute quantité infiniment petite par rapport 
à la différentielle que l’on veut calculer-, et il n’en 
résulte aucune erreur soit dans la dérivée qui est la limite 
d’un rapport, soit dans l’intégrale qui peut être considérée 
comme la limite d’une somme d’infiniment petits. Parce 
moyen on peut se débarrasser de la partie de la différen- 
tielle qui rend son expression aussi difficile à former que 
celle de la fonction même -, et il suffit toujours de s’assurer 
que la partie qu’on néglige est infiniment petite par rap- 
porta la différentielle en question. Dans ce peu de mots 
se trouve renfermée toute la métaphysique du calcul infi- 
nitésimal. Elle est, comme on le voit, bien simple et bien 
élémentaire -, et toutes les théories que nous allons exposer 
offriront la reproduction constante de cette idée générale. 


Quadrature des sur/aces planes. 

268. L’aire comprise entre les deux ordonnées MP, 
NQ (fig. 12), l’arc de courbe MN et l’axe desx, est une 
fonction de l’abscisse extrême AQ —x, dont l’accroisse- 
ment relatif à l’accroissement QS de .r est la figure IVllSQ. 

L’aire de cette figure serait aussi difficile à calculer que 
lYINQP, puisque lu difficulté provient de la partie curviligne 
du périmètre. 

Mais si l’on mène parle point N une parallèle NK à l’axe 
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des x , la partie NRK de la figure pourra être supprimée 
comme étant infiniment petite par rapport à NRSQ. Eu 
effet, si l’on mène RN' parallèle à QS, NN'RK sera plus 
grand que NRK, et son rapportavcc N' KSQ, qui est plus 
petit que NRSQ, tend vers zéro à mesure que QS diminue, 
puisque ce rapport est le même que celui de NN' à NQ. 
Par ce moyen on a donc débarrassé la différentielle de 
l’aire de la partie qui en rendait le calcul difficile , et la 
limite de son rapport à l’accroissement de l’abscisse n’est 
nullement altérée. Le calcul de cette limite, ou de la dé- 
rivée de l’aire, est donc devenu plus simple sans perdre 
rien de sa rigueur. 

Si les axes des coordonnées sont rectangulaires, la fi- 
gure NKSQ est égale à NQ x QS, et la limite de son rap- 
port avec QS est NQ ou y. La dérivée de l’aire est doncjy, 
et sa différentielle y<lx. 

Si les axes font entre eux un angle 6 , l’expression de la 
différentielle sera y sin 0 dx. 

L’aire comprise entre les deux ordonnées relatives aux 
abscisses ,r„ et x peut donc être représentée dans le pre- 

* r x , • c x 

miercas par j ydx , et dans le second par siu0 J ydx. 

J Xq J Xq 

L’équation de la courbe donne y en fonction dex, et la 
(juadrature de la surface en question est ramenée à une in- 
tégration. C’est pour cela que l’on désigne souvent parle 
mot quadrature l’opération du calcul intégral par la- 
quelle on remonte de la différentielle d’une fonction à 
une seule variable , à cette fonction même. 

Si l’aire à calculer était comprise entre deux ordon- 
nées et deux arcs de courbe , l’expression de sa diffé- 
rentielle serait (Y — y)dx, en désignant par Y et y les 
fonctions de x qui représentent l’ordonnée de chacune 
des deux courbes. Si la nature de l’uae ou de l’autre de 
ces courbes changeait dans l’intervalle compris entre les 
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limites , il faudrait partager cet intervalle en plusieurs 
autres, dont les limites seraient les diverses valeurs de x 
où s’opéraient ces changements. 

Si la courbe est donnée par une équation entre des 
coordonnées polaires 0 et r, l’aire que l’on cherche à 
évaluer est celle de la figure comprise entre deux rayons 
vecteurs et l’arc de la courbe. Sa différentielle est, comme 

nous l’avons déjà vu, r 1 Donc l’aire comprise entre les 

deux rayons correspondants aux angles Q„, 9, aura pour 

expression } I r'dO, r désignant la fonction de 9 tirée 

v 80 

de l’équation de la courbe. 

Si la surface à évaluer était comprise entre deux 
rayons vecteurs et deux courbes, sa différentielle serait 

(r» r '‘\ 

— — -dO, r et r 1 désignant les rayons vecteurs des 

deux courbes, relatifs à une même valeur de 9 -, l’aire cher- 

chée serait donc exprimée part / (r* — r*')d9 , r et d 

J 60 

étant des fonctions connues de 0 déduites des équations des 
deux courbes. 

269. Paraboles. Proposons-nous d’abord de calculer 
l’aire des paraboles renfermées dans l’équation générale 


px a 


On 


aura 


J * . “ /* ~ ~ r™ 

jdx ~ p m f x"‘dx — p m 1- C. 


rl 

m 


Si l’on prend faire à partir de x = o , on aura C = 0, et 
faire terminée à l’ordonnée relative à une valeur quel- 
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conque de x , aura pour expression 

l n 

s — h I 

mijf" i” mx y 

— ou 

m -f- » m n 


La partie du rectangle xy qui reste, après avoir retran- 
ché celle-ci, est — . Donc l’arc de la courbe divise le 
m +■ n 

rectangle xy dans le rapport constant de m n. Récipro- 
quement la courbe qui jouirait de cette propriété ne sau- 
rait avoir une équation d’une autre forme que lu proposée. 
En effet, si l’on désigne par jy l'ordonnée inconnue de cette 
courbe, on devra avoir 


f y dx : xy — / ydx \\m ‘.n, d’où 
et en différentiant 

nydx — mxdy , d’où 


(/« + n ) f ydx = mxy ; 

mdy ndx 
y ~~ x , 


par suite 


m I y = n I x + 1 C , 


en désignant par IC une constante arbitraire. Cette der- 
nière équation donuc y"' — C.r" ; en donnant toutes les 
valeurs possibles à la constante C , on aura toutes les 
courbes qui jouissent de la propriété demandée. 

270. Hyperboles. Considérons maintenant l’équation 
générale y m x"— a, des hyperboles qui ont pour asymptotes 
les axes des coordonnées. On aura 


1 n 



Soit d’abord et supposons que l’aire commence 
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à l’axe des y, on aura C = o, et l’aire aura pour ex- 
pression 

i n 

— — — — f- i 

ma m x m mx r 

ou — . 

m — n m — n 


On voit que sa valeur est finie, quoiqu’elle s’étende indé- 
finiment dans le sens des y, puique l’axe des y est asymp- 
tote de la courbe. Cette valeur est plus grande que le rec- 
tangle oïy . } si l’on retranche ce rectangle, il reste — — , 

et les deux aires sont encore dans le rapport constant 
de m : n. 

Réciproquement en partant de cette propriété on re- 
trouvera une équation de même forme que la proposée. 
Eu effet on aura 


/ ydx : f ydx — x y ; ; m : n , d’où ( m — n) f ydx = mxy , 


et par suite 


Donc 

mdy 

r 


— u ydx — mxdy. 



m \ y =. — nlv-f- C, 


C étant une constante arbitraire. On en déduit immédia- 
tement y'" = Cx~" ou y m x" = C, équation de même 
forme que la proposée. 


— M 


L’ai 


aire 


devient infinie avec x. 


m — n 

Ainsi l’aire comptée à partir d’une ordonnée arbitraire, 
et prolongée indéfiniment vers l’une des deux asymptotes, 
est finie ou infinie, suivant que la coordonnée comptée sur 
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cette asymptote a le plus grand ou le plus petit exposant 
dans l’équation. 

Si l’on avait n > m, on arriverait à la même conclu- 
sion. Si l’on avait m = n , l’équation serait de la forme 
xy =*p*, et représenterait une hyperbole équilatère , puis- 
que les axes sont rectangulaires. 

On aurait alors 


f ydx= P * f ~=p'\x-±-C. 


Si l’on voulaitque l’aire commençât à l’axe des y, la cons- 
tante C serait infinie; ce qui fait voir que l’aire comprise 
entre une ordonnée quelconque et l’axe des y est infinie. 
Si on la fait commencer à l’abscisse x „ , on aura 


C = — //“ 1 x 0 , 


et l’aire aura pour expression 



Si l’on suppose jc„ = p , l’aire commencera à l’ordonnée 
menée parle sommet de l’hyperbole, et si l’on prend p pour 
unité, son expression sera 1 x. C’est cette propriété qui a 
fait donner aux logarithmes népériens le nom de loga- 
rithmes hyperboliques. 

271. Ellipse. Soit l’équation de l’ellipse 


a’y 1 -f- b^x* = a* b 1 , ou y = - \ /a 2 — x’; 


on aura 


Ç ydx — - J' dx l/ a * — a:’ 
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Or, en intégrant par parties, on trouve 
Jdx I / a ‘ — x' — x \/a 2 — x 2 + J' 


dx 


Mais 


y * x*dx /•(x» — a*-{-a')dx 

V a * — ■ x 1 \J y a* — x* 

substituant, il vient 


= — tlx \/ a * — 


x* H- a 5 arcsm ; 


^'dx ^/«» — 1 


: i/o 1 


sin'^ — ( dxÿ a'— x 
a J 


Réunissant les deux intégrales, que l’on supposera prises 
à partir de la même limite, et ajoutant une constante ar- 
bitraire , il vient, en divisant par 2, puis multipliant 
b 


P ar 5» 




— x* ab X ~ 

1 arc sin — bC. 

an 2 » 


Si l’on veut que l’aire commence à l’axe des y, on aura C = 0 . 

Si l’on fait ensuite x — a, on aura pour la valeur du 

quart de l’ellipse. L’aire de l’ellipse entière est donc Tt ab -, 
elle devient rca* si b = a. 


bx\/ a 2 — x 2 , xy , 

Le terme — étant équivalent a — , mesure le 


2 a 


triangle dont les côtés sont x et y ; par conséquent le terme 

— arc sin - mesure le reste de l’aire , c’est-à-dire le secteur 
2 a 

formé par l’axe des y , l’arc de l’ellipse , et le rayon mené 
du centre à l’extrémité de cet arc. 

272. Hyperbole. Soit maintenant l’équation de l’hy- 
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perbole : 


a' y' — b'x' 


— a'b\ 


ou 



on aura 


Ç ydx — ^j^dx \/ x ' — cT‘ 


et si l’on suit la même marche que pour l’ellipse , oïl trou 
vera 



^-\(x — a“ ) -f- C. 


Si l’on veut faire commencer l’aire au sommet , son expres- 
sion devra être nulle pour x — a, d’où C = ^ 1 a, et 
l’aire aura pour valeur 


bx v x ‘ — a * 
ia 


ab ^x-{- \S x' — a’ 
2 a 


xy 

Le premier terme étant égal à , on en conclut que 

— 1 — est l’expression du secteur compris 

entre l’axe transverse, l’arc de l’hyperbole et le rayon 
mené du centre à l’extrémité de cet arc. 

2?3. Cycloïde. Considérons maintenant la cycloïde rap- 
portée à son sommet A (fi g- 1 3), son équation différentiellle 
sera 


d JL _ ./ jr 
dx V 2 a — y' 

7.a étant le diamètre AB du cercle générateur. L’aire AMP 
a pour expression 

( ydx, ou f ^ d y V'iay—y*; 

J O J O 
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elle est donc identique avec l’aire AQN relativement au 
cercle générateur. 

L’aire totale ADK est donc égale à la moitié de celle- 
du cercle, ainsi que l’aire symétrique CHA-, et comme le 
rectangle CHKDC est égal à 4 l’aire CADC sera égale à 
dîTft 1 , ou au triple du cercle générateur. 

Quant à l’expression de l’intégrale 

fdjr V ~ J\ 


on observera qu’elle est identique avec 

fdjr 1/ a* — {jr — af ; ' 


elle rentre donc dans celle que nous avons calculée dans 
le cas de l’ellipse, en y changeant x enj^ — a. Ainsi l’on 
aura 



(r— «01 / •uy—y* a 1 . y— a 

— — i arc sin 

2 la 


c. 


Si l’on prend l’intégrale à partir de y = o , on aura 



et si l’on prend pour seconde limite y=ia, 
l’aire sera 



la valeur de 


comme nous l’avions déjà reconnu. 

ay4- Spirale logarithmique. L’équation de cette courbe 

est, en coordonnées polaires , r = Ae“°-, l’aire comprise 
entre deux rayons vecteurs correspondants aux angles 
et 0 aura donc pour expression 


— dd, ou — ( e2a0 — e laù °), 

2 J 6 (J 4« 
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OU 



en désignant par r c et r les valeurs extrêmes du rayon vec- 
teur. 

Si l’on part de r„ = o , c’est-à-dire si l’on cherche la 
limite de l’aire comprise entre le rayon fixe r et un autre 
rayon dont l’extrémité tend vers le pôle , tandis que sa 
direction tourne indéfiniment autour de ce point asymp- 


r 

tote, on trouvera simplement Cette aire croît donc 
comme le carré du rayon vecteur. 


Rectification des courbes. 

2^5. Nous avons démontré, dans le Calcul différentiel , 
que la différentielle d’un arc de courbe plane, ou à double 
courbure, peut être remplacée par la corde qui soutcnd 
l’accroissement infiniment petit de cet arc , et que, par 
conséquent, elle a pour expression , dans le premier cas 
V -|- dy' , et dans le second V dx 1 -f- dy 1 -f- dz * , 
en supposant les axes rectangulaires. Dans le cas où les 
axes feraient entre eux des angles quelconques, on sait 
quels termes il faudrait ajouter sous le radical : mais on 
suppose ordinairement ces angles droits. L’arc dont les 
extrémités correspondent aux abscisses x„ et x aura donc 
pour expression , dans le premier cas 

/ V dx' 4- dy* , 

et dans le second 

f l/ dt :* -f- dy % -f- dz ‘ . 

%) x o 
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Dans le cas où la courbe plane serait rapportée à des 
coordonnées polaires, nous avons vu que la différentielle 
de sa longueur aurait pour expression 

l/ dr* + 'r'df, 


et sa longueur serait par conséquent exprimée par 


rO 

J $ V dr- + r'd 6 ‘. 


9 „ et 9 étant les valeurs extrêmes de l’angle 

276. Parabole. Soit d’abord la parabol^iyant pour 


équation y = 2 px , d’où ydy — pdx, 




v/ d x ‘ ■+■ dy * = dy 

La longueur de l’arc dont les extrémités correspondent à 
y o et y , aura donc pour expression 



~ dy \/y' ^ -p'— — V^r* -+- p' +p' l(.T ■+■ y/r' H- p‘) -+- cj • 

Si l’on veut faire commencer l’arc au sommet , on aura 
C = — p' 1 p, 

et l’expression de cet arc sera 


/ y ,p , ( j+V y +p') 

ip 2 p 

277. Ellipse. L’équation de l’ellipse 
a? y* -f- b'x 1 = a * b % 

*9 


fl 

«’ 




1 


' 
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donne 

dy b' x 

dx a' y ’ 

ds = \/ dx' -f dy' z= dx \J 




un désignant Va' — b ' par ae. 

L’abscisse x étant toujours moindre que a, on peut 
poser 


i = a smp, 


d’où 


dx =- acoiçdq, ds — adç V > — e a sin'p. 


Pour intégrer cette expression on développera le radical 
en série , ce qui est permis puisque le second terme est 
plus petit que le premier. On aura ainsi 


(i — tf*8in*ÿ)* =i — ^«*8in*y 


i.i . . . 1.1. J) 

— — é«sin«© — ... — -■ • ■ e*"»sin ,m © — elc., 

a. 4 * î».4 . 6 ... ont T 


et par suite 



1.1.3... (2m — 3) 
3.4.6.. 2m 


c* m j * si 





Cette série sera d’autant plus convergente que l’excentri- 
cité e sera plus petite. Si l’on intègre à partir de o = o, 
on aura 




2 m — 1 . 
8 in ,B - , a; H sin a 


(Ml— i)( am— 3)...3 

)...2 

2 m... 4-2 


(2m — 2) (2m — 4 )... 2 S,n 
(am — i)...3.i 


et si l’on prend pour seconde limite <p = - , on aura pour 


Digitized by Google 



PREMIÈRE ANNÉE. 29 I 

J expression du quart du périmètre de l’ellipse : 

( -e)'- L(Ll! e .Y_ ! / '•!*... (im- 0V_ etc 1 . 

\a J 3 Va . 4 ) 5 V-i 4.6 / 2m — i \ a. 4 . .om J J 

Si e=o, l’ellipse devient le cercle dont le rayon est a , et 

l’expression précédente se réduit à ~ , qui est en effet le 

quart de la circonférence. 

278. Hyperbole. L’équation de l’hyperbole 


donne 

d y b 1 x 

dx o 1 y' 

en posant 


ds 


à 1 y ' 1 — b* x' — — a ’ b % 

= V dx ‘ + d J" = dx ‘ 


\/ a‘ -+• b* ■= ae. 

Les valeurs de x étant toujours plus grandes que a, on 
posera x = — , et I ou aura 

r COS^I 


ds 


dp / «os*jp 
— ae 1/ 1 . 

COS ' Ç V p‘ 


Si l’on développe en série le radical et qu’on intègre à par- 
tir de Q = o qui correspond à x = a , on aura 


/*? dy r 1 cos*y i.i- cos 4 

J oCOS’y|_ a e’ a. 4 


d’où 


f" 


e* 2.4 

e* 

I l COS' 

t.t .3 co»<y 

.2.4 e» 

a.^f» e» 


:.t. 3 ...(am — 3 cos»~y 
a. 1.6.. a m 


etc. J , 


Lorsque x croît indéfiniment, y tend vers et a croît sans 

limite. Mais si l’on cherche la différence entre l’arc et la 

19.. 
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partie de l’asyinptote comprise entre le centre et le point > 
correspondant à l’abscisse de l'extrémité de l'arc , cette 
différence tend vers une limite dont il est facile d’obtenir 
l’expression. En effet, cette partie de l’asymptote est 

égale à : et si l’on en retranche s, il reste 
8 cos <p ’ ’ 


ae{ i — siny) 

COB Ÿ 


■îî+î r * t \— 

le c J o a. 


|“ f.l COS*f 

1 . 1 . 3 cos < <f 

[_ 2.4 C* 

2.4.6 e 4 


etc. J . 


Si l’on passe à la limite <f = - , il vient 




279. Cycloïde. L’équation de la cycloïde rapportée à 
s on sommet est 


d JL - . / r 

J -~ Vîa-r’ 


dx 


d’où 


ds 


i la — y - — — 

d X \ 1 H — = y 1 djr 1 / 20 ; 


donc 


* = a y ~ \/ 2 a C ; 

et si l’on fait commencer l'arc au sommet , on aura 


C = o , et .t c 2 / 2 a y . 

Si l’on fait y = 2a, on aura la moitié du périmètre de la 
cycloïde, qui sera égale à 4 a. Pour une valeur quel- 
conque de y, s est double de la longueur de la tangente. 

C’est à quoi l’on était déjà parvenu par la théorie des 
développées. 
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280. Spirale logarithmique. L’équation polaire de cette 
courbe est 

r=Ae ; d ou ar= Aae a0, 


ds =. \/ dr » 4 - r’Jfl» = Ad9 ** a ®( l 4- n*) = A V/ 1 4- a* 

Donc 


s=A 


V'i + 




+ C 


__ V 7 1 ~f a ' 


+ c. 


Si l’arc commence au pôle, qui est asymptote de la courbe, 
on aura 

n " {/ 1 — a‘ 

L — o et s — r . 

* a 

Cette expression est celle de la longueur de la tangente 
menée à l’extrémité de l’arc, et terminée à la perpendi- 
culaire au rayon vecteur menée par le pôle. Ce résultat 
avait déjà été obtenu par la théorie des développées. 

281. Supposons maintenant les points déterminés par 
trois coordonnées polaires. Soit 0 l’angle formé par le 
rayon vecteur r avec l’axe des z , et p l’angle formé par 
sa projection sur le plan Xlf , avec l’axe des x. Toute 
courbe sera déterminée par deux équations entre r, p, 6 . 
Les équations qui déterminent généralement x, y, z en 
fonction de r, 9 , p, feront connaître dx, dy, dz, au 
moyen de r, 0, p, dr, dQ, dp ; et en les substituant dans 
^ dx ' 4' dy' 4- dz', on aura l’expression de la différen- 
tielle de l’arc en coordonnées polaires. Mais on peut y 
arriver directement de la manière suivante : 

Si l’on conçoit une sphère décrite du pôle comme 
centre avec le rayon r, elle coupe le rayon r 4* dr en uu 
point qui, joint à l’extrémité de r par un arc de grand 
cercle, détermine un triangle rectangle infiniment petit, 


Digitized by Google 



COURS D ANALYSE. 


294 

dont ds est l’hypoténuse et dr un des côtés de l’angle 
droit. Pour déterminer le troisième côté, on mènera par 
l’axe des z deux plans contenant respectivement les deux 
rayons, et qui comprendront entre eux l’angle dtp-, puis, 
par l’une dos extrémités de ce troisième côté on mènera 
un plan parallèle à XY : le côté cherché sera l’hypoté- 
nuse d’un triangle rectangle tracé sur la sphère, et dont 
les deux côtés de l'auglc droit seront respectivement 
rsinOdp, et rdô. On aura donc 

ds ■=. V* dr‘ -f- r‘ d(J a -j- r a sin % bdp l , 

et pour avoir s il suffira d exprimer deux des variables en 
fonction de la troisième d’après les équations de la courbe, 
et d’intégrer entre les limites demandées. 

Cubature des solides de révolution. 

282. Considérons maintenant le solide formé par la ré- 
volution d’une surface plane autour d’un axe situé dans 
son plan, et que nous prendrons pour axe des x. L’équa- 
tion de la courbe qui termine cette surface est donnée 
entre deux coordonnées a:, y, situées dans le plan Y AX, où 
se trouveprimiti veinent cette courbe. Cela posé, nous nous 
proposons d’évaluer le volume compris entre deux plans 
perpendiculaires à Taxe de rotation, et qui est engendré par 
la partie MNM'N' delà surface ( fig. i 4 ), comprise entre 
les deux ordonnées arbitraires MP, NQ. Pour cela nous 
chercherons l’expression de la différentielle de ce volume , 
c’est-à-dire de i’accroissement infiniment petit que prend 
le volume V lorsque la variable x dont il est fonction 
prend l’accroissement dx. Soit QR = r/.r , d\ sera le vo- 
lume engendré par ia surface NKN'K/. Mais si par les 
points NN' on mène des parallèles à AX, on remplacera 
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NKN'K' par un rectangle qui engendrera un volume 
dont le rapport avec d\ aura pour limite l’unité; ce que 
l’on démontre comme pour les aires. Mais le volume 
qu’engendre ce rectangle a pour mesure tt (jr* — y*) dx , 
y et y étant les ordonnées NQ, N'Q-, donc le volume V 
compris entre deux plans correspondants aux abscisses 
x u , x, a pour expression 

v = *-/ c/ a — y i )dx. 

J X o 

Si l’on veut avoir le volume total , il faudra prendre pour 
limites de cette intégrale la plus petite et la plus grande des 
valeurs des x auxquelles correspondent des points de la 
surface donnée. 

283. Ellipsoïde. Supposons que la surface génératrice 
soit celle d’une ellipse tournant autour d’un de ses axes , 
son équation sera 



Si le volume doit commencer au sommet, on a 


C = o et V = ^- 

On aura le volume entier de l’ellipsoïde en faisant x — a a, 
ce qui donne 

v _ 4* b ‘ a . 

\ - -y. 
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il devient I i Ta 3 si b = a , ce qui réduit l’ellipsoïde à la 
sphère dont le rayon est tt. 

Il est à remarquer que la différentielle r/V ne renfermant 
pas de radicaux , ne devient pas imaginaire en dehors des 
limites o et -{- 2 a; elle ne fait que changer désigné, et 
est égale , au signe près , à celle du volume engendré par 
l’hyperbole dont l'équation serait 

b‘ 

jr* —— (x' — 2 ax). 


Il résulte de là que, si dans l’expression de V on donne à 
la seconde limite x une valeur négative , on obtiendra le 
volume de l’hyperboloïde , depuis cette valeur de x jus- 
qu’à x — 0 -, que si l’on donne à x une valeur positive plus 
petite que 2 a, on aura le volume de l’ellipsoïde depuis 
x = o jusqu’à cette seconde limite; et qu’enfin sil’on donne 
à x une valeur positive plus grande que 2 a, on obtiendra 
le volume entier de l’ellipsoïde, diminuée du volume de 
l’hyperboloïde compris entre x = 2 a et la seconde 
limite. 

Donc si l’on veut trouver la valeur qu’il convient de 
donner à x pour que V soit égal à un volume donné, ou 
que l’ellipsoïde soit partagé dans un rapport donné , on 
trouvera trois valeurs réelles : l’une négative, l’autre positive 
et plus petite que 2a, et la troisième positive et plus 
grande que 2 a. Mais la seconde seule satisferait à la con- 
dition de partager l’ellipsoïde dans le rapport demaudé, 
ou de manière à ce que Y ait une valeur donnée, pourvu 


qu elle fût moindre que 


4 

3 


7T a* b . 


Tore. Ce solide est eugendré par la révolution d’un 
cercle autour d’une droite située dans son plan. Soit l’é^ 
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quation de ce cercle 

(j— £)' + (* — *y = r % 

ou 

y = Z ± \/ R' — (x — «)' . 

La différentielle du volume est 

«•(MP — M'P ) dx, (Jig. i5), 
ou 

4 * Qdx \é R 1 — (x — «)% 

ou encore 

îii.MM'ifa. 


Or MM'flür est la différentielle de l’aire du cercle ge'né- 
rateur. Donc le volume engendré par la partie du cercle 
comprise entre deux ordonnées quelconques est égal à 
cette aire multipliée par 27:6, c’est-à-dire par la circon- 
lérence décrite par le centre du cercle. 

Si r on veut avoir le volume entier du solide il faut mul- 
tiplier l’aire du cercle par la circonférence décrite par son 
centre, ce qui donne aTT’ëR 1 . 

On trouverait le même résultat en intégrant la différen- 
tielle dx \/ R’ — ( x — cCf que nous avons déjà trouvée 
dans la quadrature de l’ellipse et du cercle. 

Quadrature des surfaces de révolution. 

On appelle aire d’une surface courbe la limite de l’aire 
d’un polyèdre inscrit ou circonscrit à cette surface, et 
dont les faces infiniment petites ont pour limites de leurs 
directions les plans tangents aux différents points de cette 
surface. 

11 résulte de là qu'on peut , au lieu des éléments plans 
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qui composent la surface du polyèdre, considérer des 
surfaces courbes dont les plans tangents aient pour li- 
mites ceux de la surface proposée. On pourra donc consi- 
dérer la surface engendrée par la révolution d’un arc de 
courbe plane tournant autour d’un axe situé dans son 
plan, comme la limite de la somme des troncs de cônes 
inGnimcnt petits engendrés par les côtés d’un polygone 
inscrit dans cette courbe. Si l’on désigne par j- et y -f- dy 
les ordonnées des deux points extrêmes d’un quelconque 
de ces côtés ayant pour longueur ds, la surface du tronc 
de cône qu’il engendre aura pour mesure 


(V + ou 2jr jrds, 


en négligeant l’infiniment petit du second ordre. 

L’aire engendrée par l'arc dont les points extrêmes ont 
pour abscisses x„ et x , aura donc pour expression 


2 TI 


/ yds ou a * f y V dr* + dy'. 

x O 


284. Ellipsoïde.. Supposons que l’ellipse dont l'équa- 
tion est 

d'y' + b' ,r“ = a À b 1 

tourne autour de l’axe des x , elle engendrera une surface 
dont la différentielle sera 


dx [/ a 4 — (a a — b‘) x“ 


Supposons d’abord a > b et posons 


a — b‘ — a 1 e ‘ , 
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l'aire commençant ii=o aura pour expression 
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Il ne faut pas ajouter de constante puisque l’aire est nulle 
pour j: = o. On aura la moitié de la surface de l’ellip- 
soïde en faisant x = a , ce qui donne pour la surface en- 
tière, 

. i-rba 

2 nb H arc sin e. 

e 


Si « = o, a = b , et l’ellipsoïde devient une sphère ; 

comme d'ailleurs - >C Sm 6 tend vers l’unité à mesure que 

1 1 C 

e tend vers zéro , on aura 4~a"‘ pour la surface de la sphère 
dont le rayon est a. 

Supposons, en second lieu, a < b et posons 
b' — a? — b*e*, 

l'expression de l’aire, à partir de x—o, sera 



Si l’on fait x — a, on aura la moitié de la surface de l’el- 
lipsoïde-, et la surface entière aura pour expression 


/ «y - : — ; — m , 2 * a * . be -f- [/ a‘ -h b‘e‘ 

b y a‘ b 7 e* -) l — . 

e a 

On retrouve encore la surface delà sphère, quand on suppose 
e = o. En effet, la première partie devient 27r« s ; pour 
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obtenir la seconde on développera 
t/a’ -f- i’e’ 

en série, ce qui est permis, puisque A’e’ tendant vers zéro, 
est plus petit que a % et l’on trouvera encore 27ifl’ -, ce qui 
donnera 4' ira’ pour l’aire totale de la sphère. 

285. Surface du tore. Supposons qu'on fasse tourner 
autour de l’axe des x le cercle dont l’équation est 

{j — zy + {x—«y ==R’. 

La partie supérieure engendrera une surface dont la dif- 
férentielle sera 

2*-[î + l/ R 1 — ( x — * y\ds. 


La différentelle de l’aire engendrée par la partie inférieure 
sera 



2 T [c t/R’ (x u)‘~\ds. 

Si on les suppose comprises entre les deux mêmes plans 
perpendiculaires à l’axe, x et ds seront les mêmes, et leur 
somme sera ^Sds, dont l’intégrale est 4r:Ss -f- C. 

On aura la surface entière en prenant s égal à la demi- 
circonférence î:R et C = o ; ce qui donnera 

4 *-’CR, ou 21R2 ttC. 

La surface du solide entier est donc égale au produit de la 
circonférence génératrice par la circonférence décrite par 
son centre. 

On peut calculer séparément la surface engendrée par 
la partie supérieure, et par la partie inférieure de la cir- 
conférence. En effet, la première est 

I7t [fs -f- f ds t/ R* — (x — «)*] — 2 a- (Cs -f- fRdx) 

— 2 7r(Cs -f- Rx -4- CJ: 
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pour avoir la partie supérieure tout entière, il faut prendre 
pour x les limites a — R, « -j- R, et donner à a la valeur 
7 tR j ce qui donne 

ît’CR -f- 4»R a . 

Dans le calcul de la partie inférieure , il n’y aura que le 
second terme à changer de signe, et l’on trouvera 

2W 3 CR — 477R’. 

Leur somme est 4 ^’ SR , comme nous l’avions déjà trouvé. 
Leur différence est 8irR’, ou le double de la sphère dont 
le rayon est R ; il est remarquable que cette différence soit 
indépendante de la distance du cercle à l’axe de rotation. 

Volume des corps terminés par des surfaces quel- 
conques. 

286. Si I on partage un corps en éléments infiniment 
petits par des plans perpendiculaires à l’un des axes des 
coordonnées rectangulaires , on pourra substituera ces élé- 
ments des cylindres ayant pour bases les sections faites par 
ces plans , et pour hauteurs les distances de ces mêmes 
plans ; parce que la limite du rapport de ces cylindres aux 
éléments du corps est l’unité. 

Donc si l’on peut obtenir en fonction de x, l’expression 
de l’aire de la section faite dans le corps par un plan quel- 
conque perpendiculaire à l’axe des x, la différentielle du 
volume sera F (x)dx , en désignant par F(x) l’aire de la 
section; et le volume du corps compris entre deux plans 
perpendiculaires à l’axe des x, et correspondants aux 

abscisses x„, x, aura pour expression f F(x)dx. Le pro- 

blême sera donc ramené à l’intégration d’une fonction 
connue d’une seule variable. Si l’on ne peut exprimer im- 
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médiateinent l’aire de la section on en obtiendra la valeur 
au moyen d’une première intégration. Représentons par z 
et z ' les ordonnées de la partie supérieure et de la partie 
inférieure de la surface. Ce sont des fonctions données de x 
etjy, qui pourront être de nature différente. L’aire de la 
section correspondante à une valeur quelconque de x aura 
pour expression f(z — z'^dy, y variant seul et x restant 
constant dans les fonctions z et z' . Les limites de cette 
intégrale seront les valeurs de y' correspondantes aux points 
extrêmes de la section \ ces points seront en général ceux où 
la tangente à la courbe est parallèle à l’axe des z-, et si l’on 
considère l’ensemble de toutes les sections, ces points sepro- 
jettent sur le planXY suivant la trace du cylindre circons- 
crit au corps, et ayant ses arêtes parallèles à l’axe des z. 
Ces valeurs dey qui sjant les limites de cette première in- , 
tégrale sont donc des fonctions connues de x, et par con- 
séquent /(z — z')dy sera une fonction de x, que nous 
supposerons que l’on puisse former, et que nous représen- 
terons par F(x). La question est alors ramenée au premier 
cas et il suffira de calculer JY{x)dx, entre les deux limites 
données pour x. Ces deux intégrations successives s’expri- 
ment de la manière suivante 



y„ et y désignent les deux fonctions de x qui expriment les 
ordonnées de la trace sur XY, du cylindre circonscrit au 
solide, et ayant ses arêtes parallèles à l’axe des z. 

Ce calcul n’exige donc que deux intégrations de fonc- 
tions d’une seule variable. 

On peut remarquer que ce procédé revient à calculer la 
somme des expressions de la forme (z — z')t?ydx quand 
on donne içx et y toutes les valeurs comprises dans la pro- 
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jeclion du solide sur XY et variant par intervalles infini- 
ment petits dx , dy. Cette expression est 'la mesure du 
parallélépipède ayant pour base dxdy et pour hauteur 
z — z\ et ce volume peut être substitué à l’élément du 
solide qui est compris entre les quatre faces latérales de ce 
parallélépipède, parce que la limite de leur rapport est 
l’unité. La somme de ces éléments compris entre les deux 
plans dont la distance est dx sera exprimée par 

dx l(z — z')dy, 

J y o 


et la somme de ces dernières expressions, relatives à toutes 
les valeurs de dx sera la somme de tous les éléments 
(z — z')dxdy du solide. 

287. Déterminons maintenant l’équation de la trace du 
cylindre circonscrit au corps et parallèle à l’axe des z. 

Soit F(.r,j, z) — o l’équation de la surface du corps*, 
le plan tangent au point ( x? , y z ') aura pour équation 


( x — x) 


d F 
dx 


+ Cr— /) % + (* 


dF 

“ ) 5 ? = °‘ 


En un point quelconque de la courbe de contact du cy- 
lindre et de la surface donnée, le plan tangent est parallèle 
, ,, . , dF 

a 1 axe des z et par cousequent ^ = 0. Les équations de 
cette courbe seront donc 

, dF 

jr,z)— o, ^- = °; 


si l’on élimine z entre ces équations , on aura sa projection 
sur XY, qui est la courbe demandée. Supposons que son 
équation soit ®(x , y) — o, les valeurs de y qu’on en tirera 
seront les limites de l’intégrale prise par rapport à y. 
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Quantaux limites ,r o; x, ce sont deux valeurs arbitraires. 
Si l’on veut avoir le volume entier du corps , ces limites 
correspondront aux points extrêmes de la trace du cylindre, 
et s’obtiendront en cherchant lespointsde cette courbe où 
la tangente est parallèle à l’axe des j', ou encore les points 
de la surface où le plan tangent est perpendiculaire à l’axe 
des X 'i ils seront déterminés par les trois équations . 


F(x,f, z)~ o, 


dF d F 

dz~°’ dj~°- 


288. Si l’on avait pour objet de trouver le volume du 
corps, qui se trouve renfermé dans l’intérieur du cylindre , 
ayant ses arêtes parallèles à l’axe dés z et une base donnée 
par son équation sur le plan XY, les limites de l’intégration 
par rapport à y seraient les fonctions de x que l’on trou- 
verait en résolvant cette équation par rapport à y. 

289. Ellipsoïde. L’équation de l’ellipsoïde rapporté à 
ses axes est 



La section par un plan perpendiculaire à l’axe des x , 

Y a Z* X a 

est une ellipse ayant pour équation^ -f — == 1 — — , x 

désignant la distance de ce plan à l’origine , constante pour 
une même section, et variable d’une section à une autre. 
On peut calculer l’aire de la section au moyen de la 
formule que nous avons donnée pour la quadrature de 
l’ellipse. 

Les demi-axes étant dans ce cas 
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l’aire de la section sera 


■ l/c 


(- 5 )» 

ce sera la valeur de l’intégrale 

f ( z — z')dj. 
J y 0 

Reste donc à intégrer 


ce qui donne 




Si l’on fait x„ = — a, x = a , on aura le volume entier 
de l’ellipsoïde , et son expression sera ~ nabc. 

On voit que le volume de l’ellipsoïde est les deux tiers 
du cylindre circonscrit, ayant ses arêtes parallèles à l’un 
quelconque des axes. 

290. Si les axes ne sont pas rectangul aires, les calculs 
ne différeront que par des facteurs constants. Soit X l’angle 
de l’axe des z avec l’axe des y, et f* l’angle de Taxé des x 
avec le plan YZ. La section faite par un plan parallèle 
à YZ aura pour expression 


/ (2— *)dy. sin A, 

J y o 

et le volume compris entre ce plan et le plan infiniment 
voisin sera 

sin fidx f (s — z)dy sin A. 

J y o 

Le volume cherché sera donc exprimé par 

sin fi sin a f dx f (z — z') dy . 

J J y a 
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Dans le cas de l’ellipsoïde rapporte' à des diamètres 
conjugués 2 à, ab\ 2e 1 , on trouvera ^na'b'c' si 11 u sin A. 

Cette expression devant être égale à |7r abc , il en résulte 
n'b'c' sin^t sin ). = abc , ce qui montre que le parallélépi- 
pède construit sur les diamètres conjugués est constant. On 
voit encore que le volume de l’ellipsoïde est les deux tiers 
de celui du cylindre circonscrit, ayant ses arêtes parallèles 
à un diamètre quelconque , et ses bases parallèles au plan 
conjuguéde ce diamètre. Ce qui prouve que tous les cylindres 
circonscrits de cette manière à l’ellipsoïde sont équiva- 
lents. 

291. Si l’équation de la surface qui termine le corps est 
donnée en coordonnées polaires r, 0 , tp , il est convenable 
d’exprimer la différentielle du volume dans le même sys- 
tème. Pour cela on concevra une sphère décrite du pôle 
comme centre avec l’unité pour rayon ; et l’on partagera 
sa surface par des grands cercles infiniment rapprochés dont 
les plans passent par l’axe AZ , et par des petits cercles dont 
les plans soient parallèles à XY et à des distances infini- 
ment petites les uns des autres. L’expression générale des 
quadrilatères qui composeront la surface de la sphère sera 
sin ddôdip. On concevra ensuite un cône ayant son sommet 
au pôle, et ce quadrilatère pour base, et l’on cherchera le 
volume du corps , qui se trouve compris dans ce cône in- 
défini. La partie de ce volume comprise entre deux sphères 
ayant pour rayon /• et r -j- dr aura pour mesure 

r 1 sin BdrdOdi. 

Si donc on intègre cette expression par rapport à r entre 
les deux valeurs r 0 et r relatives aux deux surfaces qui ter- 
minent le corps, on aura le volume du corps compris dans 
le cône que l’on a considéré. Sa valeur est 

^•(r 3 — r J) sinOdSd^', 
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r et r 0 sont des fonctions connues de 0 et ip. Si maintenant 
on intègre par rapport à 0 entre les deux valeurs relatives 
aux limites du corps , etqui sont des fonctions connues de 
on aura 

^ f ( r J — rl ) sinSrfô. 

J JQq 

Le résultat de cette intégration sera une fonction de , que 
l’on intégrera entre les deux valeurs relatives aux plans 
entre lesquels le corps est renfermé. 

Si le pôle est dans l’intérieur du corps , les limites de 0 
sont o et n 5 celles de 1 [ sont 0 et 27: -, et la première limite 
de p est zéro. Le volume est alors exprimé par 



2ir 

r * sin OdO d \Ja 


Quadrature des surfaces courbes quelconques. 

292. D’après ce que nous avons dit sur le sens qu il 
fallait attacher à l’aire des surfaces courbes, si nous divi- 
sons une surface quelconque par des plans infiniment 
voisins perpendiculaires , les uns à l’axe des x , les autres à 
l’axe des y ; chacun des quadrilatères qui composeront la 
surface , et dont la projection sur XY est dxdy , pourra être 
remplacé par la partie du plan tangent en un quiconque 
des points de la surface de ce quadrilatère , qui aura la 
même projection dxdy. 

Nous supposerons que ce plan tangent soit mené au 
point de la surface qui se projette eu un des sommets du 
quadrilatère dxdy , et nous choisirons celui dont le x est le 
plus petit, ainsi quetay -, de sorte que ses coordonnées étant 
x,y, celles du sommet opposé soient x -f- dx, y -f- yd. 
Cela posé , l’aire d’une surface plane étant égale à sa pro- 
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jection orthogonale divisée par le cosinus de l’angle de son 
plan avec le plan de projection , on aura , en désignant 
par s l’aire de la surface courbe 



ds — dxdy \J i + (^)+(J) = dxdy t/i +p'+ q‘, 


— , —, ou v, a sont les dérivées partielles delà fonction 

dx dy r 7 

de X et y qui représente l’ordonnée de la surface. 

Ainsi pour obtenir la surface qui se projettera sur le 
plan XY dans l’intérieur d’une courbe donnée par l’équa- 
tion y) = o , on cherchera d’abord la partie comprise 
entre deux plans perpendiculaires à l’axe des x et distants 
l’un de l’autre de la quantité infiniment petite dx. Pour 
cela on intégrera par rapport à/, eu considérante comme 
constant, l’expression dxdyV i -\-p* + q* \ les limites de 
cette intégrale seront les valeurs de y données par l’équa- 
tion y(x,y') = o. Désignons ces deux fonctions de x par 
y.,y. L’aire comprise entre les deux plans sera donc une 
fonction de x exprimée par 

dx f dyÿ\ +p‘ -h q'. 

J r» 


Si maintenant on intègre cette expression par rapport 
à x entre les deux valeurs relatives aux limites de la courbe 

d<p 

<f(x , y) = o et qui satisferont à l’équation ^ = o, on 

aura un résultat qui ne renfermera plus ni x niy, et sera la 
mesure de l’aire demandée. 

2g3. Si l’on veut avoir la surface entière d’un corps 
fini, il suffira de prendre pour l’équation tp(x, y) = o , 
celle de la courbe dans l’intérieur de laquelle se projette le 
corps, et de considérer, successivement ou en même temps, 


Digitized by Google 



PREMIÈRE ANNÉE. 


309 

la partie inférieure et la partie supérieure de la surface. 
Cette courbe se déterminera comme nous l’avons indiqué 
dans la mesure des volumes. 

294. Application à la sphère. L’équation de la sphère 


donne 


d z 
dx 


x ' 1 y* -f- z‘ = R 2 

x dz jr 


dj 


ds 


l r ^dxdjr 

J v Z % Z J Z R J — x 9 — y 2 

r 4r r 

J t/R»— x'— r“ 


arc sin ■ 

V/R 1 — x‘— y A \/K.‘— x 


dans ce cas les limites de y sont 


Donc 


— t/R 2 — ar», et -f- t/R a — .r 2 . 



Il reste donc à intégrer n R dx entre x = — R , x = -f- R ; 
ce qui donne 2 ttR’ pour l’expression de la surface supé- 
rieure; on trouverait le même résultat pour la surface in- 
férieure , et la surface totale sera égale à 4 ttR\ 


FIN. 


SW GGGCGG 
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